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1. Elementi di Algebra

In questa sezione verrano presentati richiami basilari di algebra, come il con-
cetto di relazione e il concetto di morfismo.

1.1. Relazioni.

DEFINITION 1.1. Una corrispondenza R dell’insieme A nell’insieme B é un
qualunque sottoinsieme del prodotto cartesiano A x B.

DEFINITION 1.2. Una relazione R sull’insieme A ¢ una corrispondenza di A in
A, ovvero un qualunque sottoinsieme di A x A. Dati z,y € A, se x & nella relazione
R con y scriveremo zRy.

Una relazione R puo essere:

riflessiva, se Va € A, aRa

simmetrica, se Ya,b € A, aRb = bRa
antisimmetrica, se Va,b € A, aRbANbRa = a=1b
transitiva, se Va,b,c € A, aRb NbRc = aRc

DEFINITION 1.3. Una relazione che sia al contempo riflessiva, simmetrica e
transitiva é detta relazione di equivalenza.

DEFINITION 1.4. Una realzione che sia al contempo riflessiva, antisimmetrica
e transitiva & invece un ordinamento parziale.

1.2. Omomorfismi. Un omomorfismo (o morfismo) ¢ un’applicazione tra
due strutture algebriche dello stesso tipo che conserva le operazioni definite su di
esse.

Nel seguito di questo paragrafo considereremo come struttura algebrica d’esem-
pio, un reticolo.

DEFINITION 1.5. Un reticolo (L, A, V) ¢ un insieme L con due operazioni binarie
definite su di esso: l'operazione di intersezione (A) e 'operazione di unione (V)

DEFINITION 1.6. Siano L e M due reticoli. Un’applicazione f : L — M ¢é un
omomorfismo se

o flany)=f(z)Af(y)
o flzVvy)=[flx)V f(y)
Se 'omomorfismo & iniettivo, si chiama monomorfismo; se invece & suriettivo al-
lora viene detto epimorfismo. Se ¢ biettivo, 'omomorfismo ¢ detto isomorfismo.
Se L = M allora parliamo di endomorfismo. Se I’endomorfismo ¢ biettivo, allora
é chiamato automorfismo.
Se c¢’é un isomorfismo da L in M, diremo che L e M sono isomorfi, o anche che
L ¢é isomorfo a M e scriveremo L = M.
In generale, un morfismo da una struttura A a una struttura B ci fornisce una
rappresentazione di A attraverso gli elementi di B.
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2. Teoria dei semigruppi

DEFINITION 2.1. Un semigruppo ¢ un insieme con un’operazione binaria as-
sociativa definita su di esso. Dato I'insieme S e 'operazione -, scriveremo (S, -) per
indicare il semigruppo con S come insieme e - come operazione binaria associativa.
E’ usuale indicare il semigruppo anche utilizzando soltanto la lettera dell’insieme,
laddove I'operazione sia chiara dal contesto o non rilevante.

DEFINITION 2.2. Un semigruppo (S, -) & detto semigruppo commutativo se
Vs, te S, s-t=t-s.

DEFINITION 2.3. Sia (5,-) un semigruppo e sia s € S. Allora

(1) s ¢ chiamato elemento neutro (o zero) di (S,:) se z-s =5 -z = s,
Ve e S
(2) s é chiamato elemento identita di (S,-)sez-s=s-z=x,Vz e S
(3) s e chiamato idempotente s-s=s
Non tutti i semigruppi hanno lo zero o I'identita; ad ogni modo nessun semigruppo
puo avere piut di uno zero o piu di un’identita (ovvero, se l'identita e/o I’elemento
neutro esistono, sono unici).

DEFINITION 2.4. Un monoide & un semigruppo provvisto dell’elemento iden-
tita.

DEFINITION 2.5. Se (M,-) ¢ un monoide e x € M, z ¢ detto invertibile se
esiste un y € M tale che x - y e y - x sono uguali all’identita. L’elemento y €& detto
inverso di x e in genere si indica con y = z~! oppure y = —=z.

DEFINITION 2.6. Un gruppo ¢ un monoide in cui tutti gli elementi sono
invertibili.

DEFINITION 2.7. Un semigruppo S si dice cancellativo a sinistrase Vs, t1,ts €
S, S-t1 =81ty = t1 =19

DEFINITION 2.8. Un semigruppo S si dice cancellativo a destra se Vs, t1,t2 €
S,Tfl'S:tg'S = t1 =1y

DEFINITION 2.9. Sia (S,-) un semigruppo. Sia T'C S. Se T ¢ chiuso rispetto
all’operazione - di S, ovvero:

th,tgeT = t1 -t €T
allora (7, -) ¢ sottosemigruppo di (5, ) e scriveremo T < S.
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DEFINITION 2.10. SiaI' un insieme di indici e sia S un semigruppo. Sia (%) er
una famiglia di sottosemigruppi di S, tale che Vy € I', T, C S'. Allora T =) ver Ty
é un sottosemigruppo di S.

I sottosemigruppi sono dunque chiusi rispetto all’operazione di intersezione.

DEFINITION 2.11. Sia S un semigruppo e sia X C S. L’insieme < X >=
Nyer {5 < STy 2 X} L& ancora un sottosemigruppo ed & detto sottosemigruppo
generato da X.

< X > é il piu piccolo sottosemigruppo che contiene X.

DEFINITION 2.12. Sia S semigruppo e sia X C S, definiamo X+ = X U X2 U
X3U..UX"..U..con X" = {ajas...a, | a1 € X,a2 € X,...,a, € X}

DEFINITION 2.13. Sia S un semigruppo e sia s € S. Allora s € XT <= 3n:
s € X", ovvero tale che s = z1x923...2,, .

PROPOSITION 2.14. Sia S un semigruppo e sia X C S. Allora < X >= XT.

DEFINITION 2.15. Sia S un semigruppo. X C S é detto insieme di generatori
per Sse XT =< X >=§. Se X ¢& un insieme finito, allora S si dice finitamente
generato.

DEFINITION 2.16. Sia (M, -) un monoide. Sia T'C M e sia 1js I'identita di M.

Se T & chiuso rispetto all’operazione del monoide M e se 1)y € T , allora (T, -) &
detto sottomonoide di M e scriveremo T < M.

DEFINITION 2.17. Sia M un monoide e sia X C M. Si definisce sottomonoide
generato da X l'insieme < X >:

<X>:ﬂ’y€F{T’Y §M|Tv 2X}2

<X>={Iy}UXUX?2U..UX"U..={l1yUuX"

Se poniamo X° = {1/}, possiamo scrivere < X >= J;5, X' = XOUXT = X*.

Proprieta degli operatori * e . VX C S con S semigruppo, abbiamo:
e X C X (estensivita)
ese X,YCSeXCY = X*CYT (isotomia)
o (XT)T =X (idempotenza)

DEFINITION 2.18. Siano (S,-) e (T, #) due semigruppi. Un’applicazione ¢ da
S aT (o viceversa) ¢ detta morfismo se Yu,v € S, p(u - v) = @(u)#e(v).

1Questa intersezione ¢ l'insieme di tutti i sottosemigruppi di S che contengono X.
2Come nel caso dei semigruppi, si tratta dell’insieme di tutti i sottomonoidi di M che
contengono X.
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PROPOSITION 2.19. Sia ¢ : S — T un morfismo dal semigruppo S al semigrup-
po T'. Allora vale quanto seque:

(1) 8§ <8 = o) = {go(s) | s € Sl} < T (ovvero: limmagine di un
sottosemigruppo di S e un sottosemigruppo di T).

Q)T <T = ¢ YT') = {s €S| p(s)e T/} < S (ovvero: la controim-
magine di un sottosemigruppo di T e un sottosemigruppo di S).

DEFINITION 2.20. Siano (Mi,1,1a,) € (Ma,-2,15,) due monoidi. Un’appli-
cazione ¢ da M; a M (o viceversa) & detta morfismo se Vs, t € My, o(s-1t) =

p(s) 20(t) e o(In) = 1,

DEFINITION 2.21. Sia (5,-) un semigruppo. Una relazione 6 si dice compati-
bile a destra con - se® Vs, 51,52 € S, $10s2 = s15059.

DEFINITION 2.22. Sia (.5,-) un semigruppo. Una relazione 6 si dice compati-
bile a sinistra con - se Vs, s1,s9 € S, s10s0 —> ss10s5.

DEFINITION 2.23. Sia (.5, ) un semigruppo. Una relazione 6 che sia al contempo
compatibile a destra e a sinistra si dice semplicemente compatibile, ovvero:

Vs1, 892,583,584 € 5,51035 A 853054 —> 515305954

DEFINITION 2.24. Sia (.S, -) un semigruppo e sia  una relazione di equivalenza.
Si dice che 6 é una relazione di congruenza se e solo se 6 é compatibile con -.

Consideriamo ora 'insieme quoziente S/6 i cui elementi sono le classi di
equivalenza degli elementi di S rispetto alla relazione 6.

Se s1 € 9, allora 0(s1) = {z € S| s10z} ¢ la classe di equivalenza di s1; segue
che S/0 ={0(s) | s € S}.

Definiamo ora ’operazione * come

«:5/0 % 5/0 — S/0

EXAMPLE 2.25. Siano si,s2 € S, con S semigruppo. Allora 6(s1) * 0(s2) =
0(8182).

L’operazione * & associativa e quindi (S/6,%) é un semigruppo, detto semi-
gruppo quoziente di (5, -).

DEFINITION 2.26. Sia ¢ : S — T un morfismo dal semigruppo S al semigruppo
T. La relazione di equivalenza 6, in S definita come

510,82 == @(s1) = p(s2)

con s1,ss € 5, € la relazione di equivalenza naturalmente indotta da ¢ su S.

3Da questo momento in poi 'operazione - verra sottintesa, scrivendo ab in luogo di a - b.
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PROPOSITION 2.27. Sia ¢ : S — T un morfismo dal semgriuppo S al semigrup-
po T. La relazione di equivalenza indotta da ¢ su S é una congruenza.

DIMOSTRAZIONE. Siano si,s2,53,54 € S : 510,52 A s30,54. Per la definizio-
ne di equivalenza indotta ¢(s1) = p(s2) e p(s3) = @(s4), ovvero p(s1)p(s3) =
©(s2)p(s4). Essendo ¢ un morfismo e per la definizione di equivalenza indotta, si
puo scrivere ¢(s153) = (s254) <= s1536,5254, che altro non & che la proprieta
di compatibilita. Quindi 6, é una congruenza. ([

DEFINITION 2.28. Sia .S un semigruppo e sia 6 una congruenza. L’applicazione
indotta da 6 su S & I'applicazione che associa a ogni elemento di .S la sua classe di
equivalenza rispetto a 6, ovvero

Uy: S5 —S5/0
definita come Wy(s1) = 0(s1), Vs € S.
Wy risulta un epimorfismo, detto epiformismo canonico.

THEOREM 2.29. (Teorema di Isomorfismo) Sia ¢ un epimorfismo di S in
T, con S eT semigruppi. Consideriamo 6, e S/0,, con 8, relazione naturalmente
indotta da @. Allora esiste un morfismo biettivo (o isomorfismo) da S/0, in T ,
ovvero S/8, =T (S/0, e T sono isomorfi).

3. Semigruppi e monoidi liberi

In algebra, una struttura soddisfa la proprieta di Fattorizzazione Unica se ogni
elemento pud essere scritto in modo unico come “prodotto” di elementi primi.

DEFINITION 3.1. (Proprieta di fattorizzazione unica). Sia (S,-) un semi
gruppo e sia X C S. X si dice base di S se verifica la proprieta di fattorizzazione
unica:

le,xg,...,xh,x;,w;,...,x; € X con h,k € N, se z1,...,xp, = x/l,...,x;c allora
h=keVi=1.hz =ux,.

La proprieta di fattorizzazione unica garantisce che se un elemento di S puo
essere fattorizzato come prodotto di elementi di X, tale fattorizzazione é unica.

NOTE 3.2. Se S & un monoide con identita 1, allora 1 ¢ X

DEFINITION 3.3. (Semigruppo libero). Sia (S5, ) un semigruppo. Esso si
dice libero se esiste X C S tale che:
(1) S=X+
(2) X & un base

NOTE 3.4. Se (S, ) & un semigruppo libero, allora esso non puo avere I’elemento
idendita, ovvero non pud essere un monoide.

DEFINITION 3.5. (Monoide libero). Sia (M,-) un monoide. Esso si dice
libero se esiste X C M tale che:

411 termine prodotto ¢ usato qui in senso lato. Si intende che I’elemento pud essere espresso
in funzione degli elementi primi tramite ’operazione definita sulla struttura.
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(1) M =X*
(2) X ¢ una base

NOTE 3.6. Da quanto gia osservato nelle note precedenti, un monoide libero
non ¢ un semigruppo libero.

Monoide delle parole. Supponiamo l’esistenza di un insieme A, tale che
| A |=r, con r un valore aribitrario. Costruiamo Fr(A) come l'insieme di tutte le
sequenze (parole) finite di elementi (lettere) di A (alfabeto), ovvero

Fr(A) ={w|w=aias...an, Vi =1..na; € A}

Se u e v sono parole, allora u = ajaz...an, € v = biba...b,, con a;,b; € A e
t=1l.nej=1.m.

La parola uv = ajas...a,b1bs...b,, & ottenuta tramite concatenazione delle due
parole u e v.

L’operazione di concatenazione & associativa, cioé

Vu,vw € Fr(A),u(vw) = (uv)w

Si scriva dunque tale operazione col simbolo -, allora (Fr(A),-) ¢ il semigruppo
delle parole e la sua base ¢ A, tale che Fr(A) = A*.

Aggiungendo al semigruppo delle parole la parola vuota e, otteniamo il monoide
delle parole

[Fr(A)]" = Fr(4) U {e}

Nel monoide delle parole I'identita é costituita dalla parola vuota

Yu e Fr(A)us =eu=u

Ogni monoide libero generato da una base di cardinalita r ¢ isomorfo al monoide
delle parole.

PROPOSITION 3.7. Sia M un monoide (semigruppo) libero e sia X una base
per M. Se'Y ¢ un insieme di generatori per M, tale che M = Y* (M =Y™T),
allora X CY.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che X ¢ Y. Allora 3z € X \ 'Y,
il che implica x € X Ax ¢ Y. Poiché X C M,z € X = x € M; essendo YV
un insieme di generatori, si puo scrivere x = y1ys...y, ed essendo X una base per
M, Yi=1.ry, = xgz)x(zl)...xx), ovvero possiamo esprimere ogni y; come prodotto
degli elementi della base. Si avra, dunque, che & = (xgl)xﬁ))(wgr)xx)) X
verifica la fattorizzazione unica ed essendo x € X 'unica possibilita é che siano
r =1 e j, = 1; abbiamo dunque z = xgl) =y, €Y = z €Y, il che ci porta a
un assurdo, poiché era stato supposto x € X \ Y. ([

COROLLARY 3.8. Una base é un insieme minimo di generatori.

COROLLARY 3.9. Sia M un monoide (semigruppo) libero; allora M ha un’unica
base.
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PRrROPOSITION 3.10. (Caratterizzazione delle basi). Sia S un semigruppo e
sia X un insieme di generatori per S, tale che S = X*. X ¢ la base di S se e solo
se ogni applicazione ¢ da X in un qualsiasi semigruppo T', ¢ : X — T, si estende
a un unico morfismo ¢ : S — T.

DIMOSTRAZIONE. = Vogliamo dimostrare che preso un qualunque elemento
di S e definito ¢(5), Vo € X abbiamo che ¢(z) = ¢(z).

Sia s € S; s = x122...0, con z; € X, 1 = l.n en € N. Essendo X
una base, la fattorizzazione di s & unica. Possiamo scrivere dunque che ¢(s) =
P(x129...2,), € poiché ¢ & un morfismo per definizione, (s) = @(z1)P(x2)...¢(zy).
Ma poiché s & univocamente fattorizzabile tramite gli elementi di X, allora ¢(s) =
e(@1)p(w2)...0(2n)

<= Sappiamo che Xt = S. Supponiamo| X |=r e sia A un insieme tale che
| A |= r; poiché A e X hanno la stessa cardinalita, esiste una biezione tra i due
insiemi, ¢ : A <« X. Associamo ad A il semigruppo di tutte le parole costruite
sull’alfabeto A, Fr(A) = AT e supponiamo inoltre che ¢ sia 1'estensione di ¢ tale
che ¢ : S — AT sia suriettiva. Dobbiamo verificare che X soddisfa la proprieta di
fattorizzazione unica. Supponiamo per assurdo che X non soddlsﬁ tale proprieta,
questo implica che Jzq,xo, ..., l’h,:L'l,IQ,...,SCk D X1T..XTp = xlxz xk e h #k
oppure, equivalentemente, 3i : x; # x;

Essendo ¢ un morfismo, 3(x12g...74) = G(x12g..27) = G(x1)P(xa)...p(xn) =
(1) p(x5)...p(x,,). Essendo ¢ un’estensione di ¢ per ipotesi, possiamo scrivere
o(x1)p(x2)...o(xn) = @(x))p(x)...0(x,,). Supposto quindi che:

o) =a € A p(z))=b € A
p(re) =az € A o(ry) =by € A
. € .

p(zn) =an € A 90(35;1) =b,€A
si deve avere aidas...ap = b1bs...by. Poiché A é la base del semigruppo delle
parole 'unica possibilita® ¢ che h = k e Vi = 1.h,a; = b;. Infine, essendo ¢
una biezione, p(z;) = ¢(x;) = z; = x;, ovvero X soddisfa la proprieta di
fattorizzazione unica ed & percio la base. 0

PROPOSITION 3.11. Sia S un semigruppo libero di base X, quindi X = S. Sia
T un semigruppo libero di base Y, quindi Y™ = T. Supponiamo che | X |=|Y |,
allora S = T.

DIMOSTRAZIONE. Essendo | X |=| Y | allora esiste una biezione tra X e Y,
p: X < Y. Essendo Y C T, allora la biezione tra X e Y & anche un’applicazione
da X in T. Essendo X la base di S, per la proposizione 3.10, la biezione si estende
a un unico morfismo ¢ : § — T. Inoltre, essendo ¢ una biezione, ¢ risulta essere
un epimorfismo (@ & suriettiva). Bisogna dimostrare che ¢ anche iniettiva (ovvero
che si tratta di un morfismo biettivo, dunque é un isomorfismo).

Siano $1,82 € S : 81 # $2, dimostrando che @(s1) # H(s2) dimostreremo
I'iniettivita del morfismo. Supponiamo per assurdo che ¢(s1) = ¢(s2); sapendo
che s1 = z1Z9..21, € 89 = x;x;x;c, possiamo scrivere ¢(s1) = @¢(x129...25) =

5Altrimenti si avrebbe una parola con due fattorizzazioni diverse, che implicherebbe che A
non €& base, il che & assurdo.
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() xy...z,) = H(s2). Essendo ¢ un morfismo, possiamo riscrivere quest’ultima
uguaglianza come @(1)@(x2)...3(xn) = G(x1)@(25)...5(x,,) e ancora, dato che ¢ &
un’estensione di ¢, possiamo riscriverla come p(x1)p(x2)...0(xr) = <p(xl1)<p(m/2)gp(x;€)
Ma i @(x;) sono elementi di Y che ¢ una base per T e che quindi soddisfa la
proprieta di fattorizzazione unica. Questo comporta che h = k e o(z;) = o(;)
Vi = 1..h. Questo implica, essendo ¢ una biezione, che x; = x; Vi = 1..h, che a
sua volta implica che s; = s5. Questa é una contraddizione, perché si era supposto
S1 7é S9. |

DEFINITION 3.12. (Funzione lunghezza). Sia M un monoide libero di base
A. Ogni elemento w € M, con w # ¢, si fattorizza in unico modo mediante gli
elementi di A. La lunghezza di w = ajas...a, (con n € N, a; € AVi = 1.n) &
indicato con | w |= n e corrisponde al numero di fattori della base utilizzati per w.

(Variante). Supponiamo di considerare M = [F,(A)]'. Sia w € M con w # €°,
allora w si puo fattorizzare univocamente tramite gli elementi della base:

w = a1a2a3...a, con a; € A, i =1..n

n =| w | & la lunghezza di w.

{ ||| ;4|:)1N essendo M = [F,.(A)]' = A*, si riduce a un unico omomorfismo
H: A* — N.

PROPOSITION 3.13. (Cancellativita). Ogni monoide libero M ¢ cancellativo,
c1oé

Yu,wi,wy € M |, se uwy = uwes => w; = we (cancellativita a sinistra)

oppure

YVu,wi, wy € M | se wiu = wou —> w; = we (cancellativita a destra)

DIMOSTRAZIONE. Per u,w;,ws = € la dimostrazione é banale:

U =€ — W] = Wy

wp=¢ = uwe=u = |u|+|w|=lu| = wr=¢ = w; = ws

we=¢€ = wwi=u = |u|+|w |=lu|= w = = w; =ws

Supponiamo allora u, wy,ws # €. Sia A la base del monoide M, allora abbiamo
U = G102...0n, W1 = b1ba...b., wo = cica...cs, cON a;,b5,¢c, € A Vi = 1.n,Vj =
1..r,Vk = 1..s.

Abbiamo che uwi; = uwy = ajas...a,b1bs...b, = ajas...a,c1c9..cs — s =
r. Inoltre, essendo A una base, b; = ¢; Vi = 1..s, ovvero wi = ws. ([l

LEMMA 3.14. (Lemma di Levi). Sia M monoide libero e sia A la sua base.
Siano wy, ws, w3, wy € M tali che wiws = w3wy.

e se | wy |>| ws | allora 36 € M : { 211122::11155

wlf = Ws

osew1<|w3|allora3§€M:{ Wy = Ewy

DiMOSTRAZIONE. Considereremo nella dimostrazione soltanto il primo caso,
poiché il secondo si dimostra allo stesso modo.

Sia dunque | wy |>| w3 | e scriviamo i quattro elementi di M come fattoriz-
zazioni degli elementi della base: wy = ajag...ar, wa = biba...bs, w3 = c1c2...Cp,

6¢ ¢ la sequenza (o parola) vuota.



3. SEMIGRUPPI E MONOIDI LIBERI 12

wy = dids...dg, com a;, b;,ci,d; € A. Allora r+s =p+qer > pil che implica che
ci sono p lettere uguali tra wy e wz , ovvero

a; = C1
ag = Co
ap = Cp

Essendo M un monoide libero, esso € cancellativo per la proposizione 3.13,

e si puo scrivere ap41apy2...a4rb1b2...bs = dids...d;. Ponendo § = apriapi2...ar,
scriveremo {ws = w4. Mentre wi = a1G2...ap0p41...r = C1C2...CpAp41...0r = W3E.
O

PROPOSITION 3.15. Sia M un monoide libero e N < M, allora N ammette un
insieme minimale di generatori, N, definito come segue:

N = (N\1)\(N\1)°

Questo implica che n € N < n # 1An # nine, conni,ny € N e ni,ng £ 1.
Cio significa che gli elementi di N sono irriducibili.

DiMOSTRAZIONE. Per dimostrare questa proposizione procederemo in due fasi.
La prima consiste nel dimostrare che (N )* = N e la seconda consiste nel dimostrare
che N ¢ minimale, ovvero che VO : C* = N = N C C.

Dimostriamo che (N)* C N. Supponiamo per assurdo che (N)* C N; questo
implica che 3n € N\ (N)*.Poiché M & un monoide, tra tutti gli n € N\(N)*
possiamo scegliere quella a lunghezza minima, e la indicheremo con ng € N\(N)*.
Quindi ng ¢ (N)* = ng ¢ N. Sappiamo perd che ng € N ed essendo N =
(N\1)\(N\1)?, I'unica possibilita ¢ che ng € (N\1)2. Questo implica che Iny, ny €
(N\1) : ng = nyng; allora abbiamo che | ng |=|n1 | + | ne | = | n1 |,| n2 |<| no |.
Poiché ng @& stato scelto come elemento a lunghezza minima in N\(N)*, cio vuol
dire che ny,ny € (N)*, ma essendo ng = nyny = mng € (N)*, che ¢ una
contraddizione.

Dimostriamo che VC : C* = N = N C C. Supponiamo per assurdo che
3C : C* = N per il quale si verifica che Ing € N \C'. Poiché, come abbiamo visto,
ng € N = C*, allora si puo scrivere ng = ¢1¢s...¢, (come prodotto di fattori della
base C). Ma ng € N, quindi é irriducibile, quindi non puo essere espresso come
prodotto di fattori della base C, quindi ng = cica...c., = ng € (N\1)?, che &
assurdo. |

DEFINITION 3.16. Siano X e Y due insiemi, allora XY = {zy |z € X,y € Y}.
Ergo, XX = X? ={azy |z € X,y € X}.

PROPOSITION 3.17. Sia M un monoide libero e sia N < M. Sia N generato
da un insieme X C M (ovvero, N = X*) e supponiamo che 1 ¢ X. Allora

N =X\X2x*
dove X?X* ={zy |z e X?,ye X*} =X?UX3U..UX"U...

DIMOSTRAZIONE. Sapendo che N = X*, allora abbiamo che N = (N\1)\(N\1)? =
(X\DVXD)? = XF\(X )2,



3. SEMIGRUPPI E MONOIDI LIBERI 13

A questo punto ricordiamo che XT = X UX2U..U..X"U..= X UX?2X*
Inoltre (XT)2 = XTX+ ={ay |z € X,y e XT} = X2UX3U..UX"U... = X2X*.
Segue quindi che N = (X U X2X*)\X2X*. Per la proprieta distributiva,
N = (X\X2X*) U (X2X*\X2X*) = (X\X2X*)U® = X\ X2X*. O

COROLLARY 3.18. Un insieme minimale di generatori che sia anche prefisso,
e sempre una base, ovvero, sia M un monoide libero e sia N < M. Sia N generato
da un insieme X C M (ovvero, N = X*) e supponiamo che 1 ¢ X. Allora
X=N < XNX’X*=0.

DEFINITION 3.19. Sia M un monoide e siano X,Y C M. Possiamo definire

e X 'Y ={meM|XmnNY # 0} cioé¢ Iz € X,y €Y : 2m = y (quozien-
te o resto sinistro)

e YX 1={meM|mXnNY #0}cio¢ Iz e X,y €Y : mz=y (quozien-
te o resto destro)

THEOREM 3.20. (Teorema di Schiitzenberger). Sia M un monoide libero
e sia N un sottomonoide di M. N & libero —> N 'NNNN! C N.

DIMOSTRAZIONE. (= ). N libero = N"!NNNN~! C N. Per dimostrare
questo verso dell’implicazione, bisogna provare che

w€E€NTINANN! = we N,ovveroche we N 'NAwe NN =
w € N, ovvero che

niw =n
3711,712,713’71461\[2{ ! 2 — weN.
wns = Ny
Se ng = ¢ 0 ng = ¢, allora | nqw |=| wng |= 0 il che implica che w =¢ € N.

Supponiamo invece che

n1 = aias...ap con a; € N,Vi =1..h
ng = byby...by con b; € N,Vi = 1.k

ng = €1C2...Cr CON C; € N,Vi =1.r

ng = dydy...ds con d; € N,Vi=1..s
Allora possiamo scrivere

{mezne = { o= e

Moltiplichiamo ambo i membri della prima equazione per (c;...c,) ottenendo

(ar...ap)w(cy...c;) = (by...bg)(c1...crr)
Dalla seconda equazione vediamo che w(c;...c;) = (dj...ds), quindi possiamo
riscrivere la prima equazione come segue

(al...ah)(dl...ds) = (bl...bk)(cl...cr)
Da quest’ultimo sviluppo si evince che h +s =k + r.
Possiamo avere quindi tre casi.
Se h < k, allora a; = by...ap = by, ovvero i primi h elementi di n; sono gli
stessi dei primi A di no e possiamo sviluppare ancora ’equazione scrivendo

(al...ah)(dl...ds) = (bl...bh)(bh+1...bk)(01...cr)
dato che a; = by...a, = by, allora, per la cancellativita si ha
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(dldg) = (bh+1...bk)(61...c7ﬂ)
e poiché w(cy...c;) = (dy...ds)

w(ey...c) = (bpy1...bk)(cr...cr) = w = (bpy1...by) = weEN
Se invece h = k, questo implica w = ¢ € N.
Se, infine, h > k, ci troveremmo in un assurdo, poiché i primi k elementi di ny
sono gli stessi dei primi k di ny e possiamo sviluppare ancora ’equazione scrivendo

(a1...ar)(ak41..ap)(dy...ds) = (b1...bg)(c1...crr)
dato che a; = by...ar = by allora, per la cancellativita si ha

(agt1..-ap)(dy...ds) = (c1...¢r)
Poiché (d;...ds) = w(cy...c;) allora

(ak41...an)w(cy...c) = (c1...cp)
e, di nuovo per la cancellativita, si ha

(agt1...ap)w =€
il che implica che

(ar..ap)w=¢

che implicherebbe a; = ¢ Vi = 1..h, il che & impossibile visto che a; € N e
e¢ N.

(<=). NNINNNN-! C N = N libero , ovvero che N ha la base, ovvero
che é soddisfatta la proprieta di fattorizzazione unica.

Presi a; € N Vi = 1.h e b; € N Vi = 1.k, dimostreremo che (a;)i=1.n =
(bi)izl..k — h=keVi= 1..h,ai =b;.

Supponiamo | by |>| a1 |. Per li Lemma di Levi, abbiamo

by =a1z ze NTIN 1 3
as...ap, = z(by...by) { ze NN—1 = z€NTNNNN =

zeN

Ma sappiamo che by = a1z, by € N, a1 € N, il che significa che é possibile
scrivere b; come prodotto di elementi di N, il che ¢ assurdo perché essendo b; un
elemento di N, ¢ irriducibile. Per questo 1'unica possibilita & che z = ¢, che implica
che b1 =az.

Reiterando il ragionamento tutti i b; e a;, si possono verificare due casi:

h = k: in questo caso avremmo dimostrato ’asserto, poiché avremmo mostrato
che a; = b; per ogni i =1..h

h > k oppure kK > h: se cosi fosse, ci si troverebbe, a un certo punto, con
Qf41...ap, = € (OppuUre ap4q...ax = €), cio¢ a; = € per ogni i = 1..h (0 i = 1..k), il
che é impossibile in quanto a; € Nee ¢ N.

Quindi 'unica possibilita e che h = k, che conclude la nostra dimostrazione. [

THEOREM 3.21. (Teorema di Cohn). Sia M un monoide libero e sia N < M
(sottomonoide),
nm &€ N

Nélibero<:>VmEM,n€N:{ = meEN
mn € N
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Il teorema di Cohn € equivalente al teorema di Schiitzenberger.
Applicazioni del teorema di Schiitzenberger.

PROPOSITION 3.22. Sia M monoide libero e siano Ny < M con v € T' sot-
tomonoidi liberi di M; comunque presi gli N, abbiamo che N = ﬂyer N, & un
sottomonoinde libero di M.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che N < M basta utilizzare il teorema di
Cohn e dimostrare quindi che

VYm € M,Vninongng € N: {

Per definizione, N =
N, ¢ libero vale che

niym = ng
mns = Ny
Ny, quindin € N = n € N,Vvy € I'. Poiché ogni

— meN

~el’

VYm € M,Vninongng € N: { MmEN e N,
mns = Ny
per ogni N, quindi m € N,Vy €T e cioé¢ m € ﬂ'yGF Ny, =N -cvd. (Il

Quest’ultima proposizione afferma in sostanza che i sottomonoidi liberi sono
chiusi rispetto all’operazione di intersezione.

DEFINITION 3.23. Sia S un semigruppo e X una parte di S (X C S). Se
X7IXNXX~!C X, allora X ¢ detta parte liberabile di S (detto semigruppo
stabile).

In seguito a questa definizione, il teorema di Schiitzenberger puo essere rifor-
mulato come segue:

THEOREM. (Teorema di Schiitzenberger). Sia M un monoide libero e sia
N un sottomonoide di M. N é libero <= N ¢é parte liberabile di M.

DEFINITION 3.24. Sia M un monoide libero e sia N un sottomonoide. N si dice
unitario a sinistra se N"!N C N. N si dice unitario a destra se NN—1 C N.

DEFINITION 3.25. Sia M un monoide libero e sia N un sottomonoide. Se N ¢
unitario sia a sinistra che a destra, N si dice biunitario.

PROPOSITION 3.26. Sia M un monoide libero e N < M e M = A*. Se N
¢ unitario a sinistra allora N ¢é libero e la sua base X = (N \ 1)\ (N \ 1) & un
insieme prefisso (X N XAT = ).

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi N ¢ unitario a sinistra, ovvero N"'N C N. E’
banale che NI NN NN-! C N-!N. Segue che N"!NNNN-! C N, ovvero N &
parte liberabile di M. Per il teorema di Schiitzenberger, N ¢é libero. Ora resta da
dimostrare che X base di N é un insieme prefisso.

Supponiamo per assurdo che X non sia prefisso, questo significa 3xq,x2 € X :
21 = x92. Se cosl fosse, z € N"IN C N = z € N e cioé x; sarebbe il prodotto
di elementi di N, il che é assurdo in quanto X ¢é costituito da elementi irriducibili,
quindi X é prefisso. O
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4. Teoria dei Codici

S — C — Canale — D — R

S & detta sorgente, C' codificatore, D decodificatore, R ricevitore.

DEFINITION 4.1. La sorgente S ¢ descritta mediante un alfabeto Y = {y1,v2, ..., yn}
detto alfabeto sorgente. Y* & un monoide libero su Y e ogni n € Y* é detto mes-
saggio sorgente (0 messaggio in chiaro), poiché Y* costituisce I'insieme delle parole
costruite sull’alfabeto Y, che ¢ anche la base del monoide libero Y*.

DEFINITION 4.2. Sia A un insieme detto alfabeto dei codici e sia A* il monoi-
de libero sull’alfabeto dei codici, allora si definisce codifica sequenziale un morfi-
smo iniettivo (un monomorfismo) dall’insieme dei messaggi in chiaro all’insieme dei
messaggi in codice, ¢ : Y* — A* tale che

Vwi,wy € Y* = p(wiws) = p(wy)p(ws) (proprieta di morfismo)

YVwy,wa € Y* w1 # we = p(wy) # p(ws) (proprieta di iniettivita)

DEFINITION 4.3. Un codice su A ¢ la base di un sottomonoide libero di A*.

PROPOSITION 4.4. Siano Y* e A* monoidi liberi, sia Y la base di Y* e sia
¢ Y* — A* un monomorfismo. Allora p(Y) = X ¢ un codice su A (o codice per
A*).

DIMOSTRAZIONE. Supponlamo per assurdo che X non 51a un codice; allora
dh,k e N:xy, 2o, .. xmxl,xQ, . xk € X exix2..xp = xle xk e h # k (oppure
Ji:x; # x;) Essendo ¢ un monomorﬁsmo ed essendo ¢(Y) = X tra X e Y esiste
una biezione. Dunque Iy, ..., yn, yl, - y;C tali che

o(y1) = 21 SD(yl) = ‘r,1
P(y2) = z2 P(ys) =y
. € .
e(yn) =z o(y,) = T,
quindi

P(y1)-p(yn) = 0(1)-p(Ur) = @(y1--yn) = @(y1---yy); poiché p & iniettiva,
allora y1...yn = y1 yk ed essendo Y una base, h deve essere uguale a k, che ¢
assurdo poiché si é supposto h # k. ([l

PROPOSITION 4.5. Viceversa, se X ¢é un codice su A eY ¢& un insieme che
ha la stessa cardinalita di X, allora ogni biezione ¢ : Y — X si estende a un
monomorfismo di Y* in A*.

DiMOSTRAZIONE. Essendo X un codice su A, esso € una base per un sottomo-
noide libero di A* quindi per la proposizione 3.10 a pagina 10, : Y < X si estende
a un unico morfismo ¢7/ :Y* — X* e quindi anche a un morfismo ¢ : Y* — A*
essendo X* < A*.

Resta da dimostrare I'iniettivita di ¢, ovvero che si tratta di un monomorﬁsmo
come recita la tesi, e cioé che presi wi,ws € Y* 1wy = y1..yp, wy = y1 y,C
O(wr) = $(we) allora deve verificarsi che wy = ws.
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Per le proprieta dei morfismi e per il fatto che ¢ é un’estensione di ¢, abbiamo

G(w1) = o(yr--yn) = ¢(y1)---B(yn) = ©(y1)--0(yn)
P(wa) = ¢(yryp) = Py1)-P(y) = pyr)-olyy)
Essendo per ipotesi ¢ una biezione, 3x1, ..., xp, T, ..., 7, € X tali che
P(y1) = 21 ply) =y
P(y2) = 2 ©(ys) = x5
. e

¢(yn) = zn p(yy) =z,
Avendo supposto ¢(w;) = @(wa) abbiamo che z;...z), = ..., ed essendo X
un codice su A7, deve essere h =k e z; = x; Vi = 1..h; ma essendo ¢ una biezione,
allora anche y; = y; Vi = 1..h e quindi w; = ws - c.v.d. O

Resti destri e resti sinistri. Sia M un monoide e sia X C M.

Il resto destro di primo ordine ¢ Ry = X ~1X\ {e}; quello di secondo ¢ dato da
Ry =X"'RIURT'X.

Si giunge quindi al resto di ordine n, dato da R, = X 'R,_, U R,_LLX.

Discorso simile per i resti sinistri.

Il resto sinistro di primo ordine ¢ L; = XX '\ {e}. Quello di ordine n &
L,=XL' UL, X

Teorema di Sardinas e Patterson. Il teorema di Sardinas e Patterson ci
conferisce la facolta di sapere se un particolare insieme X & codice in base ai suoi
resti destri®. La dimostrazione di tale teorema ¢ coadiuvata da due lemmi che nel
seguito saranno presentati prima della dimostrazione del teorema stesso.

LEMMA 4.6. Sia X C A™; allora¥n > 0,R,NX #Q <= €€ Ryy1-

DIMOSTRAZIONE. (= ) R, NX #0 — Jx:x € X Ax € R,.

Poiché = € R, per definizione di R, 1 sottraiamo ad z, x stesso ottenendo .
Pertanto € € R, 11.

(<=) € € Rys1 = perdefinizione € € X 'R, oppure ¢ € R;1 X.

Nel primo caso abbiamo: ¢ € X7 'R, = Jz € X AIr, € R, : xe =1y, =
m=r —= R,NX=0

Nel secondo caso: ¢ € R,le — drece XANIr,€R,:1pe=20 — r, =
r = R,NX=0 O

LEMMA 4.7. Sia X C At. Vn > 0Vk =1..n si ha chee € R, < 3r, €
R3i,jeNi+j+k=nArX' NXI #0°

DiMOSTRAZIONE. La dimostrazione avviene per induzione discendente su k.

Passo base (k = n).

( = ) Per ipotesi ¢ € R, ed essendo k = n gli unici valori di ¢ e j tali
che i+ j+k =mnsonoi =0ej = 0; esistera quindi un r, € R = R,, tale
che 1, XN X% = 7, {e} N {e}. Si puod quindi scegliere 7, = ¢ ottenendo cosi
{e} N {e} # @ e dimostrando pertanto 'asserto.

7Quindi X & una base e quindi soddisfa la proprieta di fattorizzazione unica.
8Equivalentemente possono essere usati i resti sinistri, ma nel seguito si fard sempre uso dei
resti destri.
. . . . . 7 7 ’ .
grle N X7 equivale a dire che dato 7, € Ry esistono z1,z2, ..., i, 1, T, T € X tali che
’

’
kL1 7 1 j
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(<=) Per ipotesi Iry € Ry = R, e Ji,j € N: i+ j+ k = n il che implica,
essendo k = n, che i = j = 0. Avremo, quindi, 7, X° N X° = r,{e}n{e} #
©Q = rpy=¢ = ¢ € R,, come dovevasi dimostrare.

Passo di induzione.

( =) Supponiamo vera la tesi per k + 1, ovvero la nostra ipotesi induttiva &

EER, = 1 €ERp1 i jeEN i+ j+hk+1l=nAra X' NX £0

Per definizione Ry, 1 = X 'Ry UR;lX; cio vuol dire che rp 1 € X 1Ry oppure
Th+1 € R,;lX e pertanto

xrp+1 =1 (Casol)
dxr € X3dr, € Ry, : oppure
rpre+1 = 2 (Caso?2)
Caso 1. Per ipotesi induttiva vale
P
Tk4+1L1L2...25 = ZlfliL’Q...I'j
ricordando che ry,1X*N X7 # @. Moltiplicando a sinistra ambo i membri per
x si ottiene
P
TTp4+1L1L2...25 = a:xlacz...a:j
Poiché siamo nel caso 1, xriyy1 = rg e quindi

i ’

TET1L2... T = TT1Tg...T;

Questo significa che r, X N X4 £ @ coni+j +k=n,r, € Ry, i,j € Ne
j =7+ 1. Dall’arbitrarieta di i e j segue l'asserto.
Caso 2. Per ipotesi induttiva abbiamo ancora una volta

ror ’

Tk4+1L122...245 = (Ell'Q...ZL'j

Moltiplicando a sinistra ambo i membri per rj otteniamo

o /

TkTk4+12122...25 = rkzlosz...xj

Trovandoci nel caso 2, rgri4+1 = « e quindi abbiamo

i ’

TL1X9...045; = rkmlxg...a:j

Questo significa che xi Nry X’ # @ con i +1 +j+k=n,r; € Ry, i,lj eN
ei =i+ 1. Dall’arbitrarieta di i e J segue I’asserto.

(«<=) Supponiamo vera, ancora una volta, la tesi per k + 1, ovvero la nostra
ipotesi induttiva ¢

Irpr1 €ERpp1Fi,jEN i+ j+k+1=nAraX'NX #£#0 = c€R,
Per ipotesi invece abbiamo che dr, € RkEIi,,j/ € N: ’I“kXi/ N Xj/ % @ con
i +j + k =n. Dunque abbiamo

i ’

TEkL1X2...2; = xmle...xj/

Applichiamo ora il Lemma di Levi e consideriamo i due casi:
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1)y 2] 7|
2) [ |2] = |
Caso 1: per il lemma di Levi abbiamo
Ty =TEp
’ ’ — € R
{ L1y = PTonil P kol

Poniamo allora r41 = p e otteniamo 7,41 € X7 'NnX" A0 conk+1+ i+
j —1=n = c€ R,.

Per ipotesi induttiva e per I'arbitrarieta di ¢ e 7, si é giunti alla dimostrazione
dell’asserto.

Caso 2: procedendo analogamente al caso 1, si ha che

Tk =X
{ o 11/) ’ - p S RkJrl
DTy T = Ty...T;

Poniamo allora 74, = p e otteniamo 7,41 € X N X7 ' £ @ con k+ 1+ i+

j —1=n = c€ R,. O

THEOREM 4.8. (Teorema di Sardinas e Patterson). Sia X C A*. X non
e codice < In>1: XNR, #0O.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione di questo teorema procedo attraverso i due
lemmi precedenti. Prima si dimostrera che X non é codice < ¢ € R, grazie
all’aiuto del lemma 4.7 a pagina 17e poi, grazie al lemma 4.6 a pagina 17 si arrivera
a dimostrare la tesi di questo teorema.

Dimostriamo quindi che X non é codice <= ¢ € R,,.

(= ). Poiché X non ¢ un codice 3z, y, 1, ...,xi,xll, ey T

’

; con z # y tali che

o7 /

LTX1X2...05 = ymlxz...xj

Applicando il Lemma di Levi otteniamo due casi:

D |z|>]y]
2) |y =z
Caso 1: per il lemma di Levi otteniamo

Yy=xp peE R
{ xl...xi:px;...x; - { pXINX' 40
pagina 17con k=1) e € R,
Caso 2: per il lemma di Levi otteniamo
T =yp peER .
{ — :x/lx; == { XinpXi £ 0 = (per il lemma 4.7 a
pagina 17con k=1) e € R,
(«<). Dato chee € R,,, per il lemma 4.7 a pagina 17 con k = 1, Ir; € Ry AT, j:
i+j+l=nArmX'NnX £o.
Poiché 71 € Ry = X 'X\{e}, 3o,y € X : or; = y. Essendo r; # & per
definizione di resto detro, z # y in quanto | | + |1 |=| y |, con | r1 |> 1.
Dal fatto che r; X* N X7 # @ sappiamo che ri2;...7; = a:/lsc; Moltiplicando
a sinistra ambo i membri di questa uguaglianza per x, otteniamo

— (per il lemma 4.7 a

’

!
Ty = TLy... 7

Abbiamo detto che xry = y quindi
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’

’
YT1... T3 = TLq...T;

Poiché x,. € X,Vr=1..i e .I; € X,Vs=1..jex,y € X,z # y abbiamo trovato
una parola di X che ha due fattorizzazioni diverse. Questo implica che X non é un
codice.

Ora che si é dimostrato che X non é codice <= ¢ € R, per il lemma 4.6 a
pagina 17, e € R, < R,_1 N X # @ e quindi si ottiene che dn > 1: R, N X #
@ <= X non ¢ un codice. O

DEFINITION 4.9. (Suffisso). Sia X un insieme. Sia z € X. Indicheremo con
Suf f(z) un elemento s tale che Iy € X : ys = z.

DEFINITION 4.10. (Insieme dei suffissi). Dato un insieme X indicheremo
con Suf f(X) linsieme dei suoi suffissi, cosi definito

Suff(X)={s|Ir e X :s=Suff(x)}

PROPOSITION 4.11. Sia X un insieme e sia v € X. Allora | Suff(z) |<| x|
+119.

Teorema di Levenstein.
LEMMA 4.12. Sia X C AT un insieme finito. AlloraVn > 1, R, C Suff(X).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione procede per induzione su n.

Passo base (n = 1). Consideriamo un elemento arbitrario di Ry; w € Ry <=
Jz1,29 € X con x1 # X9 : Tyw = o, ma w é suffisso di x5 quindi w € Suff(X).
Dall’arbitrarieta di w segue che cid vale per ogni elemento di R;, quindi R; C
Suff(X).

Passo di induzione (n > 1). Si supponga vera 'ipotesi per n; dimostreremo
che la tesi é vera anche per n + 1.

Consideriamo un aribitrario elemento w € R, 11; per definizione, R,11 =
X 'R, UR'X = 3w € X A3r, € R, tali che

1) 2w =1y,

2) rpw =z

Nel secondo caso, w ¢ suffisso di z € X il che implica che w € Suf f(X). Nel
caso 1 w é suffisso di r,, € R,, che per ipotesi induttiva é suffiso di una parola di X.
Questo implica ancora una volta che w € Suff(X). Dall’arbitrarieta di w segue
che cio vale per ogni elemento di R, 41, quindi R,,+1 C Suff(X). O

LEMMA 4.13. Sia X C AT un insieme finito. Sia N = Card(X) e sia L =
maxzex {| z |}. Allora vale la sequete disuguaglianza
Card(Suff(X)) < (NL)+1
DIMOSTRAZIONE. Card(Suff(X)) = Card(J,cx Suff(z))

Per la proposizione 4.11 sappiamo che Suf f(z) <| x| +1.
Abbiamo dunque che Card(J,cx Suff(z)) <> ,cx | x| +1 < (NL)+ 1'%

107y 7417 dopo é per considerare la parola vuota e.
Uy 7117 & fuori dalla sommatoria poiché la parola vuota va conteggiata una e una sola volta.
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L’ultimo passaggio ¢ possibile poiché la somma delle lunghezze di tutte le parole
di un insieme ¢ sicuramente maggiorabile con N volte la lunghezza della parola piu
lunga nell’insieme X di cardinalita V.

Pertanto, Card(Suff(X)) < (NL)+ 1. O

THEOREM 4.14. (Teorema di Levenstein). Sia X C A" e sia X un insieme
finito. Allora X & codice <= VYn,1<n<(NL)+1R,NX =0.

DIMOSTRAZIONE. ( =) X ¢ codice per ipotesi. Per il teorema di Sardinas e
Patterson'? ( 4.8 a pagina 19) l'asserto segue banalmente.

(<=) Supponiamo per assurdo che X non sia un codice. Allora per il teorema
di Sardinas e Patterson 3n > 1: R, N X # @. Se n < (NL) + 1, allora si avrebbe
una contraddizione, poiché per ipotesi R, N X = @ per n < (NL) + 1. Pertanto si
suppone che n > (NL)+1 e tra tutti gli n che soddisfano tale condizione scegliamo
il piu piccolo, ovvero min{n | n > (NL)+ 1A R, N X # ©}. Poiché si ¢ supposto
R, N X # @, allora R,, contiene almeno un elemento.

Siar, € R, — 3r,_1 € Rp_1 e dx,,_1 € X tali che

{ LTn—1Tn = Tn-1

Tn—1Tn = Tn-1
e quindi Ir,_1 € Rp—1 e Jz,,_2 € X e Irp_o € R,,_o tali che
{ Tn—2Tn—1 = Tn-2

Tn—2Tn—1 = Tn-2
e cosi via fino ad arrivare ai resti del primo ordine dove si avra
{ T1T9 =T

T1ro = I

Si & cosi mostrato che per ogni ¢ < n esiste R; non vuoto.

Avendo garantito l'esistenza degli insiemi R;, si pud creare una successione di
resti destri r17s...r,, e di parole x1x5...x, taliche r; € R; e x; € X perognit=1..n
e

{ TiTip1 =T

TiTi+1 = Tj

Poiché ogni insieme R; con 1 < ¢ < n & non vuoto e n > (NL) + 1, allora
N, R; # ©, poiché¢ altrimenti sarebbe vero che Card(J!_, R;) > NL + 1, ma
cio é assurdo perché per il lemma 4.12 nella pagina precedente si ha che Vi, 1 <
i <n R C Suff(X) = U.,R C Suff(X) e quindi Card(J!_, R;) <
Card(Suff(X)) < (NL)+1. Quest’ultimo passaggio ¢ giustificato dal lemma 4.13
nella pagina precedente.

Assodato, dunque, che ()_; R; # @, allora esistono 4,5 € N tali che 1 <14 <
j <netalicher; =r; conr; € Ry er; € R; . Dalla successione costruita pii
sopra si ottiene

{ TiTj+1 =Tj

TiTj41 = Tj
essendo 1; = r; € R; allora la precedente puo essere scritta come
{ TiTj41 = T4
TiTj+1 = T4
il che implica che r;41 € R;4;. Reiterando il ragionamento si ha che

121] teorema di Sardinas e Patterson afferma che X non & codice se e soltanto se 3n > 0 :
R, N X # @. Applicando l'operatore logico — all’intera formulazione si ottiene ovviamente che X
& codice se e soltanto se Vn > 0R, N X = Q.
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Tjt2 € Riyo
Tj+3 € Riy3

Tjtn—j € Rivn—j
Siam=1i+n—j=n—(j—14). Abbiamo dunque 7jn_; =1, € R, esi &
quindi trovato un elemento r,, tale che r, € R, A1, € R,, e cioé un altro indice
m < n per il quale vale R,, N X # ©; cid va a contraddire 'ipotesi di n come piu
piccolo indice per il quale R, N X # ©. Si é giunti quindi a una contraddizione e
pertanto segue che X ¢ codice. O

PROPOSITION 4.15. Sia X C A" e sia X un insieme finito; allora ¢ possibile
decidere se X € un codice o meno.

DIMOSTRAZIONE. Sia R; Rs,..., Ry, ... la successione dei resti destri di X. Per
il lemma 4.12 a pagina 20 ogni resto destro & contenuto in Suff(X) che & un
insieme finito, quindi 3¢,7 € N: 0 < ¢ < j per i quali R; = R;. Supponiamo che
Jj sia il piu piccolo valore per il quale 3¢ : (i < j A R; = R;). A questo punto si
costruisce la successione Ri, Ry, ..., Rj_1. Se R; = R; allora R;{; = R;;, poiché
Rjp1=X"'R;UR'X = X'R;UR;'X = Riy1.

Questo significa che si ha un insieme di resti destri finito. O

DEFINITION 4.16. Dati X, Y C AT, X .Y = {aye A* |z e X AyeY}. 1
prodotto X - Y ¢ detto non ambiguo se Vw € X - Y J(z,y) € X - Y : w = ay.

PROPOSITION 4.17. Sia X C A*. X ¢ codice <= VYn >0 X - -X" ¢ non
ambiguo.

DIMOSTRAZIONE. ( = ) Supponiamo per assurdo che In : X X" ¢ ambiguo.
Allora, per definzione di ambiguo Jz,y € X e Jwi,wy € X™ tali che zw; = yws
con wiy = T1...Ty € W = Y1...Yn , quindi xx1...x, = Yy1...Yn, il che implica che
esiste una parola che ha due fattorizzazioni e cid € assurdo poiché per ipotesi X &
un codice.

(<) Supponiamo per assurdo che X non sia codice, allora Jz,y € X e
dxq, ..., zph, xll, ,x;c tali che zxy...xp = yxllx;c il che ci permette di scrivere

’ ’ ’ ’

TT1..TRYT,...T), = YTq...T,TLT1...Th

con z € X, zy..xpyzy..x, € XMy e X ez zry..x, € XEFPIH quindi
questo porterebbe all’ambiguita di X X"*+k+1 che assurdo per le ipotesi di non
ambiguita. O

PROPOSITION 4.18. Sia X C A™ allora X ¢ prefisso < X A* & non ambiguo.
Distribuzioni di Bernoulli.

DEFINITION 4.19. Una distribuzione di Bernoulli ¢ una funzione p da un
insieme A all'insieme R*, p : A — RT, tale che p(a) > 0 Va € A e tale che
> aca pla) = 1. Tale distribuzione ¢ detta positiva se Va € A, p(a) > 0.
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Diseguaglianza di Kraft-McMillan. La diseguaglianza di Kraft-McMillan
& un caso particolare del teorema di Kraft-McMillan per distribuzioni uniformi.
Sia X un codice su un alfabeto A di cardinalita d, allora si ha che

Z d- 1= <1

zeX
La diseguaglianza afferma, in pratica, che se X & codice non é possibile avere
molte parole di lunghezza piccola.

DEFINITION 4.20. (Funzione di struttura). Sia X un codice su A. Si
definisce funzione di distribuzione della lunghezza o funzione di struttura di X
lapplicazione f, : N — N tale che fx(n) = Card(X N A™).

La funzione di struttura permette di sapere quante parole di lunghezza n so-
no presenti nell’insieme X. La diseguaglianza di Kraft-McMillan in termini della
funzione di distribuzione della lunghezza si presenta come segue

Y fom)d <1
n>0

DEFINITION 4.21. Una distribuzione di Bernoulli uniforme su un insieme A

con Card(A) = d ha come caratteristica che Va € A4, p(a) = 1.

DEFINITION 4.22. (Estensione della Distribuzione di Bernoulli dalle let-
tere alle parole). Sia p: A — R una distribuzione di Bernoulli. Essa si estende
univocamente a un morfismo p : A* — R* con p(e) = 1 e Yu,v € A%, p(uv) =

p(u)p(v).

DEFINITION 4.23. (Estensione della Distribuzione di Bernoulli alle par-
ti). Sia B(A*) 'insieme delle parti di A*, ovvero B(A*) ¢ I'insieme di tutti i linguaggi
sull’alfabeto A.

p:B(A*) — Rt U{+0c0} con p definita come segue:

1. p(@) =0

2. p(X) =D pex p(x)

Se X ¢ finito, allora p(X) < +o0, se invece X @ un insieme infinto, allora p(X)
puod essere finito o infinito.

In aggiunta, p verifica la seguente proprieta

p(JX0) <3 p(X)

L’uguaglianza si ottiene nel caso in cui (), X; = @.

DEFINITION 4.24. Definiamo DB come l'insieme delle Distribuzioni di Bernoulli
e definiamo DBP C DB l'insieme delle Distribuzioni di Bernoulli positive.

PROPOSITION 4.25. Siano X,Y € B(A*) e p € DB, allora si ha che p(zy) <
p(@)p(y). Se X -Y & non ambiguo, allora p(XY) = p(X)p(Y).
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DIMOSTRAZIONE. X = J,cy {2} e Y = U, ey {y} allora X - Y =, {2} -
Uer {y} = UzGX,yGY {z-y}.

Questo implica che p(X -Y) = p(UgggX,er {zy}) < ZgggX,er r({zy}) =
Yvexyey P@PW) =2 ex p(x) - 20 ey P(y) = p(z)p(y). O

PROPOSITION 4.26. Se p € DBP e p(XY) = p(X)p(Y) e ancora p(XY) < +00
allora XY ¢ non ambiguo.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che X -Y sia ambiguo, allora Jw :
w=azy=x7y e p(w) > 0. Stando cosi le cose, allora p(X)p(Y) > p(XY) + p(w);
poiché p(XY) < 400, si ottiene che p(X)p(Y) > p(XY) il che ci conduce a un
assurdo. Pertanto XY non ¢ ambiguo. O

PROPOSITION 4.27. Sia X C A" e sia p € DB. Se X ¢ codice, allora Vn > 0
p(X™) = [p(X)]".

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi X & un codice, allora per la proposizione 4.18
X X™ non ¢ ambiguo e si pud quindi scrivere p(X)p(X™) = p(XX™) essendo p €
DB.

Procediamo ora per induzione su n.

Passo base (n=1). n=1 = p(X) = [p(X)]' - banale.

Passo di induzione. Supponiamo l'ipotesi vera per n e dimostriamo la stessa
per n+ 1.

p(X"H) = p(XX") = p(X)p(X™) =per ipotesi induttiva P(X)[p(X)]" = [p(X)]"+!
-cv.d. O

PROPOSITION 4.28. Sia X C A" e sia p € DB. Se p € DBP, p(X") =
[P(X)]™, p(X) < +o0, allora X & un codice.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare che X € un codice, bisogna mostrare che Vn
XX™ & non ambiguo. Ricordando che p(XY) = p(X)p(Y) < XY ¢ non
ambiguo, possiamo mostrare che p(XX™) = p(X)p(X"):

P(XXT) = p(X") =peripotesi [p(X)]" T = p(X)[p(X)]" = p(X)p(X™).

Ora ci resta da mostrare che p(XX") < +o0:

p(XX™) = p(X" ) = [p(X)]"T! < oo , essendo p(X) < +oo per ipotesi.

Segue che X ¢é codice. O

PROPOSITION 4.29. Sia A un alfabeto. Allora¥n > 0Vp € DB, p(A™) = 1.

DIMOSTRAZIONE. p(A™) = [p(A)]™ ma essendo p(A) = 1 in quanto p € DB,
allora si ha [p(A)]" =[1]" =1 O

THEOREM 4.30. (Teorema di Kraft-McMillan generalizzato). Sia X un
codice su A. Allora Vp € DB, p(X) < 1.

DIMOSTRAZIONE. (Caso di X finito). Se X ¢ finito, & possibile prendere
L=max{|z|:z € X}

e inoltre sappiamo che

L
XgAuAQU...uALZUAi
=1
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La lunghezza delle parole su X ¢ limitata da n - L e cioé
nL
xrcl|ja
i=1
ovvero la parola piu lunga che é possibile ottenere é costituita da n volte la
concatenazione della parola di lunghezza L, quindi

nL

nL
p(xX™) < p(J 4 <3 o)

Per la proposizione 4.29 la precedente é uguale a

~

n

1=nlL

(]

-
Il

" <nl = p(X) < n/"LY" quindi

~— =

ovvero p(X") < nL = [p(X
p(X) < limy,_, 4o n'/?LY" =1.

(Caso di X infinito). Consideriamo X = {zx € X ;| z |< k}; ogni X;, C X ¢
codice'? finito, il che implica, da quanto dimostrato sinora, che p(X) < 1. Poiché
Xk C Xj41 si ha che p(Xy) < p(Xg41) < 1. Si crea cosi una successione monotona
crescente a termini non negativi e pertanto vale

i <
krgrfoo p(Xk) <1

Sapendo che

X = X1 U (Xo\X1) U (X3\X2) U UXip\ X)) U = X3 U (X0 \X5)

passando alle probabilita si ottiene

+oo
p(X) = p(X1) + ZP(XH-I\XZ')

i=1
ma p(X;+1\X;) = p(Xit1) — p(X;), percio sostituendo nella precedente

+oo n
p(X) = p(X1) + ZP(XHl) = p(Xi) = p(X1) + HEIEOOZP(XHO - p(Xi)

Sviluppando la sommatoria otteniamo

P(Xn1) = p(Xn) + p(Xn) = p(Xn-1) + ... + p(X2) — p(X1) = p(Xnt1) — p(X1)
quindi

p(X) = p(Xa)+ lim [p(Xni1)=p(X1)] = p(X1)—p(Xi)+ lHm p(Xp4r) = lim p(Xng1) <1

n—-+o0o n—-+o0o

O

1335 osservi che se X & un codice e Y C X allora Y & anch’esso un codice.
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Completezza e massimalita.

DEFINITION 4.31. Sia X un codice su A. X & massimale se per ogni altro Y
codicesu Asihache X CY — X =Y.

PROPOSITION 4.32. Sia X un codice su A e sia p € DBP. Se p(X) =1 allora
X & massimale.

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi p(X) = 1. Sia Y un altro codice su A e si sup-
ponga X C Y, allora p(Y) = p(X) + p(Y\X) = 1 + p(Y\X). Essendo p € DBP,
p(YAX) > 0, quindi p(Y\X) + 1 > 1, che ¢ assurdo, quindi X =Y, ovvero X &

massimale. 0O

DEFINITION 4.33. Sia X C A*. X é¢denso < Vf € A*Ju,v € A* :ufv € X,
cio¢ A*fA*NX # 0.

PROPOSITION 4.34. Se X ¢ denso e p € DBP allora p(X) < +00.
PROPOSITION 4.35. Se X ¢é un codice regolare, allora X é non denso.

PROPOSITION 4.36. Sia X C A*. Se X* ¢ denso, allora X & completo.

LEMMA 4.37. (Lemma di Lyndon-Schiitzenberger). Siano f,g € AT e
h € A* tali che fh = hg; allora AN, u € A* e In € N tali che f = p e g = puX e
h=(Au)"\.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione procede per induzione su | h |.

Passo base. | h |=0 = h =c¢ e quindi f = g; allora poniamo A =&, n =0
ep=[f=g.

Passo di induzione.

Si supponga vera la tesi per un h di una determinata lunghezza.

Per ipotesi abbiamo fh = hg e possono verificarsi, come sempre, due casi

D1 f 28]

2 [h|>| /|

Caso 1. Per il Lemma di Levi ( 3.14 a pagina 11): 3p€ A*: f =hp = fh =
hph — hg = hph = g = ph.

Dato che ph = g, basta scegliere A\ = h, u =p, n = 0.

Caso 2. Per il lemma di Levi 3z € A* : h = fz. Sia z=h con | b |<| h |.
Questo implica che ffh' = fh'g = fh' =h'g. Essendo | K’ |<| h |, & possibile
applicare l'ipotesi induttiva e pertanto Ju, A e In € N : f = Ay, g = pA, h =
(A)™X. A questo punto non resta che determinare la h: b = fh' = (Ap)(Au)"A =
(Ap)" O

PROPOSITION 4.38. (Proposizione di Marcus-Schiitzenberger). Sia X un
insieme non denso e completo, allora Vp € DBP p(X) > 1.

DiMOSTRAZIONE. Essendo X non denso, per definizione esiste almeno una pa-
rola che non si completa in X ovvero Jw € A* : A*wA* N X = @. Essendo
X completo, allora X* & denso e quindi ogni parola di X*si completa in A*,
quindi Vf € X* si puo considerare la parola wfw che si completa in X* ovve-
ro A*wfwA* N X* # @; cio implica che Ju,v € A* : uwfwv € X* o ancora che
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In > 03xy...x, € X*Ju,v € A* tali che vw fwv = x;...z,. Chiaramente non puod
esserci un elemento x tale che w < x perché altrimenti w si completerebbe in X.
Questo implica che per w passa almeno una linea di parsing.

Cio implica che w = wjws = wawy, ovvero w viene suddivisa in due dalla linea
di parsing.

Poiché la linea di parsing inizia su wsy e finisce su ws, la parola wsfws puod
essere scritta come prodotto di elementi di X, ovvero: wsfwsz € X* e inoltre
wy € PREF(w) = P, e wy € SUFF(w) = S,

Abbiamo dunque wfw = wiws fwzwy € w1 X*wy C P, X*S, ed essendo f
arbitraria si puo scrivere w1 X *w4 C P, X*S,, come wA*w C P, X*S,.

Sia p € DBP, allora p(w) > 0 e inoltre p(A*) = 400 quindi ricordando che
wA*w C P,X*S,, , possiamo scrivere

+o0 = p(wi A*w) = p(w?)p(A*) < p(PuX*Sw) = p(Pu)p(X*)p(Sw)

Essendo p € DBP ed essendo P, e S, degli insieme finiti, si hanno due
condizioni importanti:

1) p(Pw) > 0e p(Sw) >0

2) p(Py)p(Sw) < 400

Di conseguenza la relazione precedente & vera se e solo se p(X*) = +00, quindi

+oo
+oo = p(X UX” <ZpX” Zp(X"
n=0

Affinché la serie diverga deve Valere p(X) 2 1. -cvd - O

THEOREM 4.39. (Secondo Teorema di Schiitzenberger). Sia X un codice
su A.

1) Se X ¢é un codice massimale, allora X & completo.

2) Se X ¢ un codice completo e non denso, allora X ¢ massimale.

DIMOSTRAZIONE. (1). Supponiamo per assurdo che X non sia completo, allora
Jf e A*: A*fA* N X* = ©. Si facciano due ulteriori ipotesi:

a) Card(A) > 1

b) f @ una parola primaria, cioé f # uvu con u # € e u,v € A*

Sia Y = X U{f} dove f, ribadiamo, & la parola che non si completa in X*.

La dimostrazione prosegue in questo modo: si cerca di dimostrare che Y é un
codice ottenendo ogni volta un assurdo contraddicendo l'ipotesi di f come parola
che non si completa in X*. Cio significa che non esiste alcuna parola che non si
completa in X*, quindi X é completo.

Vogliamo dunque dimostrare che Y é un codlce e supponlamo per assurdo che
Y non lo sia affatto; allora Jyq, .. ,y;L,yl,. ,yk tali che y; # yl, Y1---Yp = yl yk
yz,yj eY, Vi=1.h,Vj = 1.k

L’unico elemento in Y che non é in X ¢é la parola f. Dunque si possono verificare
tre casi:

1) f non si trova né a sinistra né a destra dell’'uguaglianza y;...y, = y/ly;€

2) f occorre solo a sinistra o solo a destra dell’'uguaglianza;

3) f occorre sia a sinistra sia a destra dell’'uguaglianza, anche piu volte.

Caso 1. Questa situazione implicherebbe che X non & un codice, che ¢ una
contraddizione;
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%) v f o

v f o

FIGURA 1. a) Sottocaso 1; b) Sottocaso 2.

Caso 2. Se f occorre solo a sinistra, nella parte destra della uguaglianza ci
sono soltanto elementi di X; questo implica che Vi y; € X e quindi si ha

Y1-Yio1 fYit1--Yn = Y1---Yp,
con yi..Y;—1 =u € A" yi1..yp =v € A* e ylly;C =z € X*, abbiamo quindi
ufv € X*. Questa é una contraddizione in quanto per ipotesi f é la parola che non
si completa in X*.
In modo analogo si mostra il sottocaso di f che occorre solo a destra.
Caso 3. La parola f occorre sia a sinistra sia a destra. Isoliamo le prime
occorrenze di f in modo che tutte le lettere che precedono f appartengono a X*

Y1-Yi-1fYit1.yn = yl"'xjflfyj+1"'yk

con y1..¥i—1 =u € X*, Yiy1..yn = q € Y*, yll...y;_l =ve X e y;_s_l...y;€ =
p € Y*, quindi

ufqg=uvfp
A questo punto possiamo avere due sottocasi.
Sottocaso 1. | v |>| uf | (o analogamente | u |>| vf |)
Per il Lemma di Levi segue che 36 : ufé = v che implica che A* fA*N X™* #£ ©;
cio é assurdo in quanto per ipotesi f non si completa.
Sottocaso 2. La f si accavalla, ovvero abbiamo f = fi A = Afy; da cui, per il
lemma di Lyndon-Schiitzenberger ( 4.37 a pagina 26) 3\, u € A* e In € N tali che
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fi =y, fo=pre A= f3=(Au)"\. Questo implica che f = f1A = Au(Au)" A,
ma f ¢ primaria, quindi deve essere A\ = . Allora f1 = p = fa e A = (u)%
cio implica che f = p(p)™ ma essendo f primaria, abbiamo n = 0 in quanto f
non puo iniziare e finire con p # €. Segue che A = g, ovvero che non c’é¢ alcun
accavallamento tra le f e quindi il sottocaso in questione non puo verificarsi.

A questo punto cambiamo 'ipotesi b) e supponiamo che f non sia primaria.
Allora possiamo costruire g = fblfl tale che b € A sia diversa dalla prima lettera di
f'. La parola g ¢ quindi costruita in modo che:

i)se f non si completa in X* allora g non si completa in X* .

i1)g & primaria

Si usa la dimostrazione precedente con il codice X U {g}.

Dimostraiamo la ©): se g si completasse in X* allora Ju,v € A* tale che ugv €
X* = ufbiflv e X* = f si completa in X*.

Dimostraimo la ii): g & primaria perché se non lo fosse Ju,v € A* tali che
g = uvu ma per costruzione cid non & possibile, poiché la prima w inizia con una
lettera diversa da b e la seconda u, per costruzione, pud iniziare a partire da de-
stra con una lettera diversa da b solo dopo | f | lettere. Cid significherebbe che
| udge > [ 1= [use |+ u]+ [wie [> 2] f > 9| = uszvuas # 9.

(2). Per il teorema di Kraft-McMillan ( 4.30 a pagina 24) abbiamo che X codice

= p(X) < 1. Per la proposizione di Marcus-Schiitzenberger ( 4.38 a pagina 26)
abbiamo che X non denso = p(X) > 1.

Quindi p(X) =1 e per la proposizione 4.32 a pagina 26, X é codice massimale.

O

DEFINITION 4.40. Siano f,g € A*, f si dice coniugata g (fCg) se Ju,v € A* :
f=uvAg=ou.
La coniugazione € una relazione di equivalenza su A*.

PRrROPOSITION 4.41. Sia X un codice non denso. Le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

1) X e completo

2)Vue DBP, u(X)=1

3)due DBP: pu(X)=1

4) X ¢ massimale

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare la proposizione basta dimostrare che 1) —
2) = 3) = 4) = 1).

1) = 2). X non denso e completo. Per la proposizione 4.38 a pagina 26
questo implica che Yu € DBP, (X)) > 1. 1 fatto che X ¢é codice, invece, implica
(per il teorema di Kraft-McMillan), che Vu € DBP, u(X) < 1.

Per tanto, Vu € DBP, u(X) = 1.

2) = 3). Banale.

3) = 4). Per la proposizione 4.32 a pagina 26.

4) = 1). Il fatto che X sia un codice non denso e massimale implica, per il
teorema di Sciitzenberger ( 4.39 a pagina 27), che X & completo. (I

14Esempio: sia f = wzyz e sia b # w, allora g = wxyzbbbb.
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PROPOSITION 4.42. Sia F la famiglia di tutti i codici su A, F = {Xy} _p,
con I' insieme di indici. Allora F possiede la proprieta di Zorn: Vy € I, X, C
Xy = Y =U, e Xy & un codice.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che Y é un codice, ovvero che

h=k

] , Y: eee = l.-. ’ !
Vit €Y Sy Y =YY = { Vi=1.h,y; = y;

Ogni y apparterrd a un elemento della famiglia, ovvero Vyi,y;EXv Ty €
X,V y; € X,. Consideriamo X, = max {X7 cdity; € X,V y; € X,Y}, allora X
contiene tutte gli y; e gli y; poiché X, ¢ il massimom rispetto alla catena di inclu-

sione. Ma X, é un codice (soddisfa la proprieta di fattorizzazione unica), dunque
Vi,y; =y, e h=k - cv.d. O

PROPOSITION 4.43. Sia X un codice su A. Allora X ha un completamento se
esiste Y codice massimale su A tale che X C Y.

COROLLARY 4.44. Sia X wun codice su A. Se X ¢é massimale, allora X ¢
completamento di se stesso.

PROBLEM 4.45. Sia X un codice. Esiste sempre un completamenteo di X?

PROBLEM 4.46. Sias X un codice finito. Esiste sempre un completamento finito
di X7

PRrROBLEM 4.47. Esiste un algoritmo in grando di decidere se un codice finito
ha un completamento finito?

DEFINITION 4.48. (Ordine lessicografico).
u=hX¢

v = hYn con h € A", z,y € A, £&,n € A" e

U <jex ¥V S€ U € UA* oppure{
<y

EXAMPLE. fatto <j.. fattore <;., fattorino

DEFINITION 4.49. (Ordine militare).
u<mavse|u|<|v|oppure | ul|=|v|eu <jey v

NoTE 4.50. La relazione di ordinamento ¢ di buon ordine: ogni sottoinsieme
ammette minimo.

PRrROPOSITION 4.51. Sia A un alfabeto finito. Ogni codice su A ammette com-
pletamento.

DIMOSTRAZIONE. Sia X un codice su A. Se X ¢é massimale allora X ¢ il
completamento di se stesso.

Sia X, invece, non massimale. Allora Jw € A* : X U{w} ¢é codice. Sia w; la piu
piccola parola w in ordine militare tale che X U{w;} & codice, allora Y; = X U{w;}
¢ massimale oppure Jw : Y7 {w} ¢ codice. Sia wsy la pin piccola parola w in ordine
militare tale che Y7 U {w2} & codice, allora Yo = Y; U {ws} & massimale...
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Continuando il ragionamento si ha X = Yy, C Y; C Y5... C Y, C ... con
Yn = Yn—l U {wn}

Sia Z = {J,;>¢ Yn, per la proprieta di Zorn ( 4.42 a pagina 29) Z ¢ codice. Resta
da dimostrare che Z ¢ massimale.

Supponiamo per assurdo che Z non & massimale; allora 3w tale che Z U {w} ¢
codice. Ora, per come vengono scelte le parole w; accade che:

W1 Sl W2 Sl o+ Smil Wn Sl -
Dalla definizione di ordine militare e dalla finitezza dell’alfabeto A (che implica

che non ci sono infinite parole di lunghezza uguale) esistera una sottosuccessione di
wj, tale che

| wj, <l wj, |< ... <lw;, |< ..

ovvero le parole w;, avranno lunghezza arbitraria.

A questo punto, essendo W una parola finita, esistera un k tale che | wy_;1 |<|
w [<| wg |

Ma se Z U {w} ¢ un codice, allora, essendo Yj,_1 contenuto in Z, Y, U{w} ¢
un codice.

Ma w ha lunghezza minore di wg; questo porta a un assurdo perché wy ¢é la piu
piccola parola secondo 1'ordine militare tale che Y31 U {wy} & un codice. Quindi
Z & massimale - c.v.d. O

5. Teoria dell’informazione

Definizione della sorgente in modo statistico.

DEFINITION 5.1. Sia p € DB e Y un alfabeto. Una sorgente ¢ definita come
la coppia S = [Y,p] nella quale p(y), con y € Y, rappresenta la probabilita che la
sorgente emetta la lettera y.

DEFINITION 5.2. Sia S una sorgente, sia X un codice su A e ¢ : Y* — A* un
monomorfismo di codifica, il costo del morfismo ¢ definito come

C(X,0)=> p) o) = p) ||

yeY rzeX
con p(x) = p(e~ ' (y)).

Chiaramente, un morfismo ha costo minore quando associa codifiche piu brevi
a messaggi sorgente piu frequenti.

DEFINITION 5.3. Sia S = [Y, p] una sorgente, diremo che il codice X ¢ adattato
a S se esiste una biezione ¢ : Y « X.

DEFINITION 5.4. Sia X un codice su A e S = [Y, p] una sorgente. Definiamo
costo assoluto di X

C(X)=min{C(X,¢)}
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con ¢ una qualsiasi biezione!® Y « X.
Con questa definizione il costo non dipende piu dal morfismo .

PROPOSITION 5.5. Sia S = [Y, p| una sorgente e sia C(X) = min{C(X,p) : ¢ : Y < X}.
Se C(X) =C(X, o) alloraVe;,,z; € X pi >p; = |z |<|z; |

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che 3z;, z; € X : p; > pj e | z; [>]
x; |. Allora possiamo costruire un nuovo morfisimo ¢ tale che

Po(y) sey # yisy;
Ply) = Tj sey=y;
T sey =vy;
con y; e y; le controimmagini, rispettivamente, di x; e x;.
Effettuiamo la differenza tra il costo di g e quello di ¢

C(Xa WO) - C<X> 527) =

n
= Yomlaml=C Y wla|+pilag|+p; e ]) =
=1

l:l,l;ﬁxi,mj
= pilxi|+pjlz;|—pilz;|—pj|xil|=
= pillai|—lx ) +pilz; | —lai|) =

= pillzil =[x ) —pi(lzi| -l ])=
= (pi—p)(lzi| =]z ) >0

ovvero il costo ¢ ¢ minore di quello di ¢q , il che ci porta a un assurdo. O

DEFINITION 5.6. Sia S = [Y, p] una sorgente, il codice X adattato a .S si dice
ottimale per S se qualsiasi altro codice Z adattato a S ha costo maggiore, ovvero

VZ,0(Z) > C(X)

Nel seguito dimostreremo che:

(1) esiste sempre un codice prefisso ottimale
(2) se Card(Y) =2 e X & ottimale per S allora X é massimale

Entropia di una sorgente. Shannon definisce come la misura della quantita
di informazione media associata a un risultato casuale. La base del logaritmo origi-
nariamente utilizzata da Shannon fu quella naturale, tuttavia & oggi di uso comune
la base 2 in quanto consente di ottenere dei risultati piu chiari (in particolare, il
valore di entropia ottenuta ¢ misurato in bit).

Nel seguito sara utilizzata la base classica scelta da Shannon.

DEFINITION 5.7. Ad ogni sorgente S & associata una quantita H(S) detta
entropia della sorgente S

H(S) = ply)In @ == 3 ) ()

yey yey

15per 1a proposizione 3.10 a pagina 10 la biezione ¢ : Y «+» X si estende ad un unico morfismo
@:Y* — A*.
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In generale 'entropia di un sistema stocastico ¢ una misura di quanto questo
sistema sia differente da uno deterministico.
L’entropia verifica le seguenti proprieta:
(1) H(S) = 0;
(a) H(S)=0 <= Fyo: p(yo) =1 Ap(y) =0,Yy # yo (determinismo)
(2) H(S) <ln(n) con n = Card(Y);
(a) H(S) =In(n) < Vy € Y,p(y) = L (tutte le lettere sono equipro-
babili = massimo indeterminismo)

Diseguaglianza di Gibbs.

PROPOSITION 5.8. Siano p e q due distribuzione di Bernoulli su'Y tali che q
sia positiva. Allora si ha che

> )l nf <> py)

yey yeY
L’uguglianza & verificata solo se Yy € Y, p(y) = q(y).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo inizialmente che anche p sia positiva. Facendo
la differenza tra primo e secondo membro della diseguaglianza, otteniamo

S o 40
}E;p “noy y;p(y)“ oy)

Dalle proprieta dei logaritmi sappiamo che In(z) < z — 1, quindi

Sostituendo quest’ultima all’lnterno della precedente, otteniamo

S o) 29) < 3™ p)( M) 1y = S (o) — ) =1 - 1=0

= ply)” ~ i ply)

quindi

S by 1) <

yey p(y

L’uguaglianza si verifica quando

5 plu)n 22 - Zm)(% 1)
yeyY yey

e questo accade se e solo se Yy € Y, q(y) = p(y).

Ora vediamo cosa accade se non si fanno ipotesi restrittive su p. Innanzitutto
dobbiamo effettuare le somme per quei valori di y tali che p(y) # 0 e per comodi-
ta indicheremo Y la sommatoria che esclude automaticamente tali valori, ovvero
Zer = Zer:p(y#O. A questo punto procediamo come in precedenza, effettuando
al differenza tra le due somme
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ip(y) In— ip(y) In %y) = ip(y) I 2Y) o i(q(y) —p(y)) <0

yey P(v) yey yeY P() yey

L’ultimo passaggio é giustificato da quanto segue.

Essendo p € DB e ¢ € DBP, per entrambe deve valere'® che Zer p(y) =1
e Zer q(y) = 1. Per quanto riguarda p vale ancora iyeyp(y) = 1 poiché gli
elementi y esclusi sono quelli per cui p(y) = 0 e pertanto non inficiano il risultato
della somma; il discorso ¢ diverso per g dove iyeyq(y) < 1, dato che ¢ ¢ una
distribuzione di Bernoulli positiva e l'esclusione dei gia citati elementi inficia il
risultato finale della somma.

Si conclude quindi che

1 1
> p(y)(n O > p(y)(In—)

= = q(y)

e, ancora una volta, 'uguaglianza si verifica se e soltanto se Yy € Y,p(y) =
q(y)- O

Proprieta dell’entropia. Abbiamo gia enunciato precedentemente le proprie-
ta dell’entropia; ci accingeremo ora alla loro dimostrazione.

PROPOSITION 5.9. H(S) > 0.

DIMOSTRAZIONE. H(S) = 0 <= > ., p(y)(In ﬁ) =0 < »py =
0Vp(y) =1. Essendop € DB allora }_ .y p(y) =1lequindidgeY :py)=1e

Yy €Y 1y #7,p(y) =0; in tutti gli altri casi Vy € Y, p(y) <1 = H(S)>0. O

PRrROPOSITION 5.10. H(S) <1In(n), con n = Card(Y).

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo ¢ € DBP tale che Vy € Y,q(y) = . Per la
diseguaglianza di Gibbs otteniamo

H(S) = Zp(y)ln% < Z lnl/in = Zp(y)lnn:lnnz:p(y) =Inn
yey

yey p y €Y yey
quindi H(S) < Inn. O

THEOREM 5.11. (Teorema di Shannon). Sia S = [Y,p] una sorgente e sia
X un codice su A adattato a S. Detto ¢ il morfismo di codifica, allora

H(S)

>
C(X,p) > nd

con d = Card(A)
Potendo sempre scegliere  tale che C(X, p) = C(X) allora, equivalentemente,
vale anche

16vedere definizione 4.19 a pagina 22
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1l valore minimo é raggiunto se e solo se il codice X & massimale e in tal caso
DIMOSTRAZIONE. Sia q¢ € DBP tale che
d—lel
aly) = > ey d 190
con ¢(y) € DB.

Il denominatore, come si puo notare, non dipende dal parametro, ma é costante
e lo poniamo, pertanto, uguale ad «

o= Z d=19W)]

yey
e quindi riscrivo ¢(y) come segue

Per la diseguaglianza di Gibbs,

1
= ( hl — S
> " p(y) P yEeyp(y)

yey

ma avendo definito ¢(y), la diseguaglianza sopra diventa

1
H(S) = Zp(y)ln@<2p N =

vey yeYy
- Zp(y)(lna —Ind~leWI =
yey
= Z p 111 a—+ | 50( ) | In d) =per ae Ind costanti
yey
= a ) py)+d > | ey)
vey yey

Per definizione

=Y le)

yey
mentre come abbiamo visto

> py) =

yey
quindi
H(S) < Ihha+Ind CX,¢) =
H(S) ha
< =
= Td Sma TP =
H |
. HO) e vy

Ind Ind —
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Poiché a = ZyEY diW(y)l = ZyEY di‘xl Sper dis. kra ft—mcmillan 17 allora Ind <

Ina

0; questo implica a sua volta che — -4 > 0 e quindi }ﬂfi) < C(X, o).
Per avere 'ugualianza deve accadere che p =gelna =0 < a=1 <
p(X) =1 < X ¢ massimale. O

Il teorema di Shannon dimostra che la funzione costo ha un valore minimo in
IIE‘Z) che viene raggiunto se e solo se il codice ¢ massimale. In piu ci fornisce la
forma della distribuzione di probabilita.

DEFINITION 5.12. Sia X C A™, allora

X é un codice prefisso se X N XAt =

X & un codice suffisso se X NATX =0

X & un codice biprefisso se ¢ sia prefisso che suffisso
X & un codice uniforme se 3k > 0: X C A*

DEFINITION 5.13. X codice prefisso = X* unitario a sinistra.

DEFINITION 5.14. (Ordinamento prefissale). Sia A finito, allora

u <, v (prefisso di) se Ih € A* : v = uh (oppure v € uA* oppure vA* C uA*)
u < v (suffisso di) se Ih € A* :v=hu < v € A*u

u <y v (fattore di) se Fh,k € A* : v = huk <= v e A*uA*

Tali ordinamenti sono relazioni d’ordine parziale; inoltre <, ¢ transitiva.

DEFINITION 5.15. (Relazione di ricoprimento). u <, v se u <, v e ~Jw :
U <pw <pv.

DEFINITION 5.16. (Alberi di rappresentazione). Sia A un alfabeto di
di cardinalita d. Si pud usare un albero d-ario che rappresenta la relazione di
ricoprimento:

L’altezza del nodo rappresenta la lunghezza della parola.

PROPOSITION 5.17. Sia X un codice su A e sia Tx l’albero che lo rappresenta.
X ¢é prefisso se e soltanto se i nodi che lo rappresentano sono foglie.

DEFINITION 5.18. Un albero si dice completo se il grado dei suoi nodi interni
¢ uguale a d = Card(A), con A alfabeto.

DEFINITION 5.19. Sia X un codice prefisso su A. X ¢ un codice (prefisso)
massimale se per ogni Y che sia codice massimale su A sihache X CY — X =
Y.

PROPOSITION 5.20. Sia X un codice prefisso su A. Le sequenti affermazioni
sono equivalenti:
1) X ¢ un codice prefisso massimale

2) Vw € A* wA*NXA* #+
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€ Livello 0
a b C [ Livello 1
aa ah ac Livello 2

FiGURA 2. Albero di rappresentazione

) Vfe A* fFA*NX* £
4) L’albero che rappresenta X ¢ completo

DIMOSTRAZIONE. (1 = 2) Supponiamo per assurdo che esiste w tale che
wA* N X A* = @, allora I'insieme Y = X U {w} & un codice prefisso e X C Y, che
¢é contraddice 'ipotesi di X come codice massimale.

(2 = 3) Cio che ci accingiamo a fare ¢ dimostrare che X & completo a destra.
Poiché vale la 2), preso f € A* avremo che Ju,v € A*Jx € X tali che fu = zv.
Applicando il Lemma di Levi, si possono verificare due casi:

a)r=ffi = fFANX*"#0

b) f=xf

Nel caso b bisogna applicare ricorsivamente il ragionamento. Proseguendo os-
serviamo ad ottenere una successione di parole f, f1, fa, ..., fi,... dove | f |>] f1 |>
. >| fi ] Quindi 3¢ | f; |[< min{| z |: € X}. Qui la derivazione destra non puo
continuare e avremo:

(3 = 1) Supponiamo per assurdo che X non sia massimale. Questo implica
che 3f : X U{f} =Y ¢ codice.

Per la 3) allora esiste p € A* tale che fp € X* ovvero fp = zy...x, con x; € X.
Per il lemma di Levi possiamo avere due casi: o f prefisso di 1 o 1 é prefisso di f.
In entrambi i casi si otterebbe che X U {f} non puo essere prefisso, che & assurdo.

(1 = 4) Per ipotesi X é prefisso massimale. Supponiamo per assurdo che
I’alfabeto che lo rappresenta non sia completo. Allora costruiamo un nuovo codice
aggiungendo il ramo che manca. Il nuovo codice includera il precedente e sara
prefisso; questo implicherebbe che X non ¢é prefisso massimale, raggiungendo un
assurdo.

(4 = 2) Se l’albero & completo, 'unica possibilita per wA* & che si trovi su
un ramo o nel sottoalbero generato da un nodo. O

DEFINITION 5.21. Un codice prefisso finito ¢ finitamente completabile.

PROPOSITION 5.22. Sia X un codice prefisso non denso. Le sequenti condizioni
sono equivalenti:
1) X ¢ massimale come prefisso
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fu=xv

x=ff,
[Fiu=x1v4]
A MMl
FA* X fr=xt,
flo=xfy fa=as

FiGura 3

2) X ¢é completo a destra (Vf € A* fA*NX*#©)
3) X é completo (Vf e A* A*fA*NX*#0)
4)Vpe DBP p(X) =1

5) 3u € DBP : p(X) =1

6) X ¢ massimale come codice

DIMOSTRAZIONE. (1 = 2) Gia dimostrato nella proposizione 5.20 a pagi-
na 36.

(2 = 3) Banale. (4* D {¢}, efw = z1...z, e w esiste per la 2))

(3 = 4) Per il teorema di Kraft-McMillan ( 4.30 a pagina 24), essendo X
codice si ha che p(X) < 1. Dalla proposizione 4.38 a pagina 26, essendo X codice
non denso e completo si ha che pu(X) > 1. Ergo, Vu € DBP u(X) = 1.

(4 = 5) Banale.

(5 = 6) Per la proposizione 4.32 a pagina 26.

(6 = 1) Se X ¢ massimale come codice allora X ¢ massimale come prefisso.

[

THEOREM 5.23. (Teorema di Kraft). Sia f: N — N una qualsiasi funzione
tale che f(0) =0 e >, o f(n)d™™ <1 con d un intero maggiore di zero. Allora
esiste sempre un codice prefisso X su un alfabeto A di cardinalita d con funzione
di struttura f, ovvero fx = f.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che ) -, f(n)d™™ < 1, quindi fissato A > 0
possiamo scrivere B

A—1
S Hmd < 1= Q)Y f)d <1 —
n=0

A—1
= fA)TA<1=) fn)d " = f(A)<d® =) f(n)dd "
n=0
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FIGURA 4
Poniamo
A-1
o(A) =d® =) f(n)d> "
n=0
e scriviamo pitt compattamente
f(A) <v(A)

Dimostriamo ora che v(A 4+ 1) = d[v(A) — f(A)].

A A
VA1) = a3 f)dt T = d(dt = Y f(n)dt ) =
n=0 n=0
A—-1
= (= 3 S = J(A)E) = d(w(A) — S(A)

Il
=]

n

Adesso consideriamo ['albero d-ario per costruire il codice prefisso X tale che
fx = f. Sappiamo che f(1) < v(1) = d. Possiamo scegliere allora di potare f(1)
nodi. Dai nodi rimanenti (v(1) — f(1)) si dipartono d(v(1) — f(1)) = v(2) figli. Di
questi ne possiamo potare f(2) < v(2). I nodi che restano a un livello sono prefissi
per i nodi del livello successivo. Iterando il processo si costruisce un albero che
rappresenta un codice prefisso avente la seguente struttura:

fx(1) = f(1)

fx(2)=f(2)
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Il teorema di Kraft ci dice che data una qualsiasi funzione tale che soddisfi la
diseguaglianza di Kraft-McMillan ( 4 a pagina 23), ¢ possibile trovare un codice
prefisso che abbia proprio quella funzione come funzione di struttura.

COROLLARY 5.24. Sia X un codice su un alfabeto A di cardinalita d > 0. Allora
esiste un codice prefisso Y su A tale che ha la stessa distribuzione delle lunghezze

(fx = fr).

DIMOSTRAZIONE. Se X ¢& un codice su A e d = Card(A), allora per la disegue-
glianza di Kraft-McMillan abbiamo

Z fX(n)d_" S 1

n>0
e fx(0) = 0 poiché ¢ ¢ X. Pertanto, in seguito al teorema di Kraft ( 5.23 a
pagina 38), esiste un codice prefisso Y tale che fy = fx O

PROPOSITION 5.25. Sia S = [Y,p| una sorgente di informazione. Per ogni

codice X su A con d = card(A) esiste sempre un codice prefisso Z tale che C(X) =
C(Z).

DIMOSTRAZIONE. Per il corollario 5.24 esiste Z tale che fx = fz. Si puo allora
costruire un morfismo ¢ : X — Z in modo che

|z |=] ¢(z) |
con p(x) € Z
Per definizione di costo abbiamo

CX) =) pl@)|el=) p@) | e@) = Y »)]z|=0C(2)

zeX zeX z€p(X)

O

COROLLARY 5.26. FEsiste sempre un codice prefisso ottimale per la sorgente
S=[Ypl

PROPOSITION 5.27. Sia X un codice su un alfabeto a due lettere e sia esso
ottimale per la sorgente S = [Y,p]. Allora X & massimale.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione 5.25, esiste un codice Y5 prefisso, il cui
costo C(Yz) = C'(X) e quindi Y5 @ ottimale. L’albero rappresentante Y & completo.
Se per assurdo ’albero non fosse completo, essendo un albero binario, esisterebbe
un nodo con un solo figlio. Tale nodo puo essere eliminato e si otterrebbe un codice
con un costo minore, il che porterebbe a un assurdo, poiché Y5 é ottimale.

Essendo 'albero completo, inoltre, per la proposizione 5.20 a pagina 36, Y5 &
prefisso massimale. In aggiunta, Y5 ha la stessa distribuzione delle lunghezze di X,
ed essendo Y, massimale, si ha:

ny2 nd"=1= fo(n)d*” =1 = X massimale

n>0 n>0
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PROPOSITION 5.28. Sia S = [Y, p] una sorgente di informazione. Allora esiste
sempre un codice prefisso Z su A tale che

H(S) H(S)
Y < =/
wd =@ < Tqa !
con d = Card(A).

DIMOSTRAZIONE. Dal teorema di Shannon, ricordiamo che se si é raggiunto
}frfz) allora deve essere p(y) = d~1¥WI quindi log, p(y) = — | ¢(y) | cioé | (y) |=

log, ﬁ Consideriamo I(y) = [log, ﬁ] che ¢ il piu piccolo intero maggiore o

uguale di log, ﬁ; possiamo quindi scrivere

1 1
logy o) <l(y) <logg — +1

p(y) p(y)
Allora si avra anche che
1 1 —log, —L_ —1
—log;, — > —l(y) > —logy — —1 = d "% > 47V —
“ p(y) ) “ p(y)
— ) 2d ' Wwey = Y W <3 py) =1
yeY yey

Rifacendoci al teorema di Kraft, possiamo scrivere yey d~'¥) come la somma
di una lunghezza per d~", quindi esiste un codice prefisso Z che ha parole di

lunghezza I(y1), ..., {(yn)-
Torniamo ora alla disequazione

1 1
logg — <l(y) <log; — +1
5 () () < logy p(y)

e moltiplichiamo per p(y) ottenendo

p(y) log, ﬁ < p(y)l(y) < ply) 10gdfly) + p(y)

Se sommiamo rispetto a y otteniamo

1 1
> p(y)log, o) < > pW)iy) < > ply) logy o5+ > )
yeyY Py yey yey Py yey
ovvero
H(S) . H(S)
<
mqg =@ <qg T
con ¢ :y — l(y).
Se consideriamo il minimo C(Z) otteniamo C(Z) < Iﬁi) + 1. O
DEFINITION 5.29. Data S = [Y,p] una sorgente, associamo ad essa S, =

[Y", pn], detta sorgente estesa di ordine n, con Y = Yn{(.).l%z/ e pn(D) = p(y1)...p(yn)
tale che l € Y™l = y1y9...Yn.

LEMMA 5.30. ¥Yn > 0 si ha che H(S,,) = nH(S)



5. TEORIA DELL’INFORMAZIONE 42
DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue per induzione su n.

Passo base. n =1 = H(S;) = H(S) in quanto S; = S
Passo di induzione.

ZEY ™

Poiché¢ z € Y™ = z=tycont € Y" ! ey cY. Quindi

H(S,) = > pMp)ne®pw) " =- Y. pl)py)npt) +Inp(y)] =

teyn—1 yey teyn—1 yey

= - Y pMpwhpt)— D pt)py) nply) =
teYn—1 yey teYn—1 yey

= Y oy Y. p®)pt) =Y py)aply) Y pt)
yey teyn—1 yey teyn—1

Dato che > oy p(y) =1=p(Y) e > 1cynap(t) =1 = p(Y™™1) allora si ha

H(Sn—l) + H(S) =per ipotesi induttiva (Tl - I)H(S) + H(S) = nH(S)

O

Costruzione di un codice prefisso ottimale: Metodo di Huffman. Il
metodo di Huffman riguarda codici su alfabeti a due simboli (4 = {0,1}).

Il metodo di Huffman consente di calcolare, a partire da una sorgente, un
codice prefisso ottimale. Ricordiamo che il teorema di Shannon ci fornisce un limite
inferiore per il costo di un codice. Intuitivamente il metodo di Huffman associa alle
lettere meno probabili un codice pitt lungo e un codice pitt breve alle lettere piu
probabili. Il metodo di Huffman consiste nella creazione di una successione di
sorgenti nella quale si passa dalla sorgente S; alla sorgente S;11 collassando in un
unico simbolo i due simboli (elementi dell’alfabeto) a cui ¢ associata la probabilita
(p(y)) minore. La probabilita del nuovo simbolo introdotto sara data dalla somma
delle probabilita dei due simboli collassati. II procedimento si itera finché non si
arriva a una sorgente avente due soli simboli.

EXAMPLE.

]SIMB\P\SIMB\P\SIMB\P\SIMB\P\SIMB\P‘
Y1 0.3 Y1 0.3 Y1 0.3 Y23 0.45 Y1,4,5,6 0.55
Y2 0.25 Y2 0.25 Ya.5,6 0.25 U1 0.3 Y2.3 0.45
Y3 0.2 Y3 0.2 Y2 0.25 Y4,5,6 0.25
Y4 0.1 Y5.6 0.15 Y3 0.2
Ys 0.1 Ya 0.1
Ys 0.05

Per trovare il codice associato si procede in maniera inversa associando i due
simboli dell’alfabeto ai simboli dell’ultima sorgente trovata e man mano che si
procede a ritroso ad ogni simbolo aggregato che si divide.
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[SIMB [ COD [ SIMB [ COD [ SIMB [ COD [ SIMB [ COD [ SIMB | COD |

Y1456 | 0O Y2,3 1 Y1 00 Y1 00 Y1 00
Y23 1 Y1 00 | yas6 | O1 Y2 10 Y2 10
Yase | 01 Y2 10 Y3 11 Y3 11
Y3 11 Y5.,6 010 Y4q 011
Yy 011 Ys 0100
Ye 0101
Dimostrazione della correttezza di Huffman. Sia X = {z1, 29, ..., Z/m—1,ZTm }

un codice prefisso ottimale; si ha
1) Vz,y € X p(z) > ply) = |21 |<| 22 |
2) T due simboli con minore probabilita, z,,_1 e x,,, hanno la stessa lunghezza
L =max{| z |: 2 € X} e possiedono inoltre lo stesso prefisso di lunghezza L — 1.
Supponiamo di dover passare dalla sorgente S alla sorgente s’
Y
S = p1
Z1

e P ={p1,p2, ...

’

S:

YI = {yl,yg,

Y1
D1
T

aym,m,—lyyﬁl—Q} € Pl = {p17p27

Ym—1 Ym
Pm—-1 Pm
.. ITm—1 Im
7pm717pm}
Ym,m—1
Pm + Pm—1
Tm,m—1

,COHX = {.2317372,

Ym—2
Pm—2
Tm—2

’
,con X = {x1,x9,...,

yPm—1 + Pm, pm—Q}

7xm—17$m}a Y = {yla Y2, ...

Tm,m—1, $m71}a

. / . .
Il passaggio da S a S si ottiene concatenando a x,,,T,,—1 una volta 0 e una

volta 1.

Vogliamo dismostrare che se X " ¢ ottimale per S" allora X ¢ ottimale per S.
Si considerino i costi di X e di X'

o(X

m—2

%

X) = sz| z; |

= pilzi| +@m+m-1) | Tmm-1 |

A questo punto, supponiamo per assurdo che X non sia ottlmale per S; allora
). A partire
da X possiamo costruire il codice X' con la procedura di Huffman al contrario,
togliendo una lettera da Z,, e Z,,_1 e ottenendo cosi il prefisso comune di lunghezza

esiste X = {1, Za, ..

L — 1, &y, m—1; pertanto X' = {&1, %o, ...,

oy &m—1,Tm} ottimale per S tale che C'(X

Tm,m—1, x7n—2}~

X) < C(X

La dimostrazione prosegue ora per arrivare a dimostrare che C(

C(X

m—2

i=1

) = Z i | iz | +(pm +pm71) | @m,mfl |

Ricordando che | x;nym_l |=|z,, | =1 =|z,, ;| —1 otteniamo

X< cox,

raggiungendo cosi un assurdo, dato che X "o supposto ottimale per s’

sy Ym—1, y'rn}
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m—2

CXY) = > pilz | +om-1 |2 | +Pm-1 | Ty | —Pm — Pm—1 =
=1

= Zpi | LE; | —Pm — Pm—-1 = C(X) —Pm — Pm-1 < C(X) —Pm —Pm-1—=

m—2
= sz|xz|_pm Pm— 1—ZPZ|$1|+Pm|$m|+pm 1|xm 1| —Pm — Pm—-1 =
i=1 =1

m—2

= Z Di | £ | +pm(| Tm,m—1 ‘ +1) +pm—1(‘ Tm,m—1 | +1) —Pm — Pm—-1—=
1=1
m—2

= Di | Ty | +pm | Tm,m—1 | +pm +pm71 | Tm,m—1 ‘ +pm71 —Pm — Pm-1=
i=1

m
’

-2
= pz|xz|+(pm+pm 1)|$mm 1 |— (X)
1=1

Si ¢ giunti dunque a dire che C(X') < C(X') raggiungendo il gia citato assurdo
e quindi X é ottimale per S.

Ridardo di decifrazione. In generale affinché un messaggio in codice possa
essere decodificato & necessario che 'intero testo in codice sia trasmesso. In alcuni
casi, per codici particolari, il ritardo di decifrazione puo essere finito.

DEFINITION 5.31. Sia X un insieme di parole su A e sia d un intero maggiore
di zero. Allora X ha ritardo d se si verifica la proprieta u(d)

Va:,x/ EX,deA*ﬁx/X* *Q = r=a

Tale definizione puo essere interpretata nel modo seguente: supponiamo di avere
una sequenza di lettere da sinistra verso destra. Se riconosiamo una parola x del
codice X, ci basta riconoscere al piu d parole appartenenti al codice X dopodiché
si & sicuri che la fattorizzazione della sequenza ¢ univocamente determinata.

PROPOSITION 5.32. Se X werifica u(d) allora X e codice.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che X non sia un codice, allora 3z, a:/l, Ylsoees Yry y’l, e y; €
X tali che z1y1...4yr = gvlly/ly/S con xp # x/l Moltlphchlamo ambo i membri per
yy...y (con y € X) e otteniamo x1 y1...yryy...y = xlyl ysyy .y. Si ha allora che

dwvolte delementidi X
’
v X% € a X"
. " / . . .
poiché vale u(d) = x; = z; che ci porta a contraddizione. O

PROPOSITION 5.33. Se X werifica u(d) allora X wverifica u(d + 1).

PROPOSITION 5.34. Un codice X é prefisso se e solo se X ha ritardo di deci-
frazione pari a zero.
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THEOREM 5.35. (Teorema di Even). Sia X un codice finito, X ha ritardo di
decifrazione finito se e solo se esiste n > 0 tale che R,, = ©

Questo teorema ci conferisce la facolta di sapere quando un codice finito ha
ritardo di decifrazione finito o infinito.

THEOREM 5.36. (Terzo Teorema di Schiitzenberger). Sia X un codice
massimale finito, allora X é prefisso oppure ha ritardo di decifrazione infinito.

COROLLARY 5.37. Sia S = [Y, p| una sorgente e sia X un codice su un alfabeto
a due lettere ottimale per S. Allora X ¢& prefisso oppure ha ritardo di decifrazione
infinito.

DEFINITION 5.38. Sia X un codice. La coppia (u,v) € X T2 X™T ¢ detta coppia
sincronizzante per X Ve Vs,t € A* suvt € X* = su,vt € X*.

DEFINITION 5.39. Un codice X si dice sincronizzante se esiste almeno una
coppia sincronizzante per X T.

PROPOSITION 5.40. Sia X un codice su A massimale e sincronizzante. Allora
Jee Xt :cA*c C X*.

DIMOSTRAZIONE. X codice massimale = Vf € A* A*fA* N X* # @, cioé
ogni parola f si pud completare. Esiste inoltre ¢ € X tale che cfc € X*.

Sia f € A* tale che f = pqfpq

X massimale = X ¢é completo = I\, u € A* : Apgfpqu € X* =
Ap,yfp.qp € X* =

= qfpe X* = pqfpg e X* = cfce X* = cA*cC X*. O

PROPOSITION 5.41. Se X ¢ un codice (non denso) tale che 3c € X : cA*c C
X* allora X ¢ massimale e sincronizzante.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che la coppia (c,c) € X T2z X™T & sin-
cronizzante per XT. Supponiamo che Accp € X* allora anche Accuc € Xx,
cuce € X* e che € X*, quindi ho che Ac € (X*)71X N X*(X*)"! = Ace X*.

L N Accp € X N . .
Poiché Ac € X* e { cuc € X* allora cu € X* per il (terzo) teorema di
Schiitzenberger; quindi la coppia (\,u) € XToX™T & sincronizzante per X . O

Conseguenza. Se X ¢é un codice biprefisso, X # A massimale =—> X non &
sincronizzante.

DIMOSTRAZIONE. Se X & sincronizzante e massimale, allora 3c € Xt : cA*c C
X* cioe Vf € A* cfce X™.

Essendo X prefisso allora X+ ¢ unitario a sinistra, quindi cfc € X* = fc¢
X*. Ma X ¢ anche suffisso, quindi unitario a destra e quindi f € X* — A* C
X*CA* —= X*=A* = X = Al che ¢ assurdo. O
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